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 المحاضرة الأولى 

    … , 5 ,4 , 3 , 2 , 1 والتي یمكن عرضھا كما یلي:مجموعة الأعداد الطبیعیة 

 ن الأعداد. ثم یلي ذلك مضاعفتھ إلى مالا نھایة م 1وھذه الأعداد تستخدم في العد وتبدأ بالعدد 

 ، كما یلي:0عداد الطبیعیة وأخرى سالبة بالإضافة للعدد ن نسخة موجبة للأم ونوھي التي تتكموعة الأعداد الصحیحة جم

… , -5 , -4 , -3 , -2 , -1, 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , … 

. فعلى وعة الأصلیةمجمال ینتمي إلى یزات المجموعتین السابقتین أن حاصل جمع أي عددین ینتمیان لھاتین المجموعتین سوفمومن م
ھو عدد طبیعي  5وھما عددان طبیعیان وصحیحان في آن واحد فإن حاصل جمعھا وھو العدد  3إلى العدد  2مع العدد ج ندسبیل المثال ع

بنسبة الى  وكذلك الحال....  وھو عدد صحیح ولكنھ لیس عددا طبیعیا 1-ھو    3من العدد  2العدد  حین أن حاصل طرحوصحیح. في 

   ل الطرحثمة لضرب مثل الجمع والقسمضرب والقسمة اال
 bعددان صحیحان والعدد  bو aبحیث أن كسر وھي عبارة عن جمیع الأعداد التي یمكن كتابتھا على صورة  مجموعة الأعداد النسبیة

  .7/12،  1/2-،  2/3. ومن بعض الأمثلة على ھذه الأعداد: 0 ≠

أي عددین نسبیین  قسمةالك حاصل ضرب أو ذلكو يعدد نسبأي عددین نسبیین ھو ح أو طر صل جمعاحومن میزات الأعداد النسبیة أن 
  ھو عدد نسبي

ویرمز لمجموعة الأعداد الحقیقیة  . غیر النسبیةو النسبیةو الصحیحةو الطبیعیةسواء  مجموعة جمیع الأعداد ھيالأعداد الحقیقیة 
 Rبالرمز 

  :المتباینات
 ..…1*6>1*5 - 1+6>1+5تبقى صحیحة مثال  ةنایالمتب او طرحنا طرفین المتباینة فاناذا ضربنا او قسمنا او جمعنا 

  في حال ضربنا او قسمنا طرفي المتبانیة بعدد سالب فان إشارة المتبانیة تعكس من اكبر من الى اصغر من والعكس. 
  :الكسور

  ن لا یكون المقام یساوي صفر بحیث یكون كلاھما عدد صحیح بشرط ا½ الذي یكتب على شكل  العدد النسبيھو 
  الكسور ىلع عملیات

   5/7یختصر الكسر بحذف كل من الأرقام المتشابھ لیصبح الكسر  3*3/7*5ھي عبارة عن  15/21اختصار الكسر: مثال  -1 

  6/5=  2/5+4=  4/5+2/5لأبسط صورة: مثال  تبسیط الكسور بعدعملیات الجمع والطرح: وذلك بتوحید المقامات وتكون  -2

لناتج لكلا البسطین وضرب المقام بالمقام الاخر فقط. البسط على مقام الاخر ومن ثم نجمع ا بربضفي حال اختلفت المقامات نقوم  -3

  26/15=  5*3 /6+20= 20/3*  6/5=  5*4و  3*2=  4/3*  2/5

  ر ط الكسبتبسی نقومرب البسط مع البسط والمقام مع المقام ومن ثم عملیات الضرب الكسور: نض -3

لقسمة الى عملیة ضرب بجعل البسط مكان المقام والعكس للكسر على كسر نقوم بتحویل العملیة ا ركسقسمة الكسور: عند قسمة  -4

  .1/8*  2/4نقوم بتحویل العملیة الى ضرب لیصبح  8/1تقسیم  2/4الثاني. مثال 

 الأسس:
 1= 05 مثال: 0ذا كان العدد الحقیقي لا یساوي صفر واسھ ا -1

 35 /1ومقام  طسب فالحل إضافة 5 3-اذا كان الاس سالب  -2

 n x m= a mX an aفي حال ضرب الأعداد لرقم مكرر واحد والأسس مختلف:   -3

 m -n = a ma /n aفي حال قسمة اعداد مكرره واحده والأسس مختلف نطرح الاس من بعضھ:   -4

 122=  62*2 داخل بالخارج: ب الاس النقوم بضر 2)3(2 في حال كان للعدد اس داخل القوس و خارج القوس  -5

 32  *23=   (2x3) 2كان أكثر من عدد داخل القوس واس واحد نجعل الاس لكل عدد ونخرجھ من القوس  حال يف -6

  

 

 

 

 

 

 نھایة المحاضرة الأولى



  محاضرة الثانیةلا

یشترط للمجموعات ان تكون . a بحرف صغیر ونرمز لعناصر المجموعة A بحرف الكبیر نرمز لأسم المجموعات: المجموعات

  .عناصرھا محددة

 واحدةشرط ان یذكر نفس العنصر المكرر مره  فاصلةونجعل بینھا  جمیع العناصرنكتب طریقة السرد:  -: أة كتابة المجموعاتیقرط
  فقط.

  عدة.تسمى القا النقطتینوبعد  –شرح ( : ) تعني حیث انھ    A={x: 3<x<1}طریقة القاعدة / الصفة الممیزة:  -ب

  او نكتب قوسین فارغین. Фونرمز لھا برمز الفاي : ةیالالمجموعة الخ -أنواع المجموعات: أ

مثال أسماء طلاب ومعلمین جامعة الملك فیصل  Uاو الشاملة تتكون من عدة مجموعات جزئیة. نرمز لھا برمز موعة الكلیة: المج -ب

  بحیث ان أسماء الطلاب والمعلمین مجموعتین منفصلتین.

  .Cثانیة ونرمز لھا برمز لى جزء من المجموعة الوالأیث تكون المجموعة حبمجموعة الجزئیة: ال-ج

  ملاحظة: اذا كانت المجموعتین متساویتین فیمكن القول بان المجموعة الأولى جزء من الثانیة و الثانیة جزء من الأولى.

  بنفس العناصر والعدد. نتی. وعلامة = تعني بان المجموعتین متساویومعناھا بان المجموعتین متكافئتین بالعدد فقط = ئعلامة المتكاف

یرمز لھا   Aولم تذكر في المجموعة  Uباقي العناصر الموجودة في المجموعة الكلیة  ھو Aمتمم المجموعة  المجموعة المتممة: -د

  بحرف المجموع ونضع فوقھا شرطة.

  لیات على المجموعات:العم

   ر.أي عنص بشرط عدم تكرار Bو Aلموجودة في ھو كل العناصر ا- الاتحاد

  .عكس الاتحادBوAفي المجموعة  المتكررةھو كل العناصر المشتركة بین المجموعتین أي العناصر  – التقاطع

بین  نطرح كل عنصر مشتركبمعنى أخر  Bوغیر موجودة في  Aوتشبھ عملیة الطرح بمعنى ماھي العناصر الموجودة في  – الفرق

 .A-Bوتكتب بطریقة ھذه ونكتب الباقي.  المجموعتین

 P(s)نرمز لھا برمز  لمجموعات:عة اوممج

  s={2,5} = P(s)= { {2},{5},{2.5}. Ф }مثال انشاء مجموعة المجموعات للمجموع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

یة المحاضرة الثانیة اھن  



لمحاضرة الثالثةا  

  تعریف الاقتران 

المقابلة  yلنتیجة قیمة ه القیمة أو اذھل فیھ وتمث xنتیجة لتعویض قیمة المتغیر وحیدة ك عطي قیمةت (rule)بأنھ قاعدة  fیعرف الاقتران 

 المستخدمة بالتعویض. أي أن: xلقیمة 

x→ y = f (x) 

: A→ B f 

 .بالمدىكما تسمى مجموعة الصور  بالمجال المقابل Bالاقتران ویسمى  مجالیسمى  Aفإن  Bإلى  Aاقتران من  f  إذا كان :ملاحظة

 مقابل.جال صورة وصورة واحدة فقط في المجال الملا اقتران لابد وأن یكون لكل عنصر من fحتى یكون 

  اقتران كثیر الحدود :

 -على الصورة : الاقتران 

f(x) = anxn + an-1xn-1 + ……………..+ a1x + a 

 .الاقترانفي   (x)و تكون درجة كثیر الحدود بقیمة أعلى أس لـ 

 -مثال :

 -كثیرة الحدود التالیة : الاقتراناتكل من  ما ھي درجة

1) f(x) = 3  

2) f(x) = 3x – 4  

3) f(x) = x2  - x  + 1  

4) f(x) = x3 + x7 + 5x – 7 

5) f(x) = 2 – 3 x + x3 

 -الحل:

 الدرجة الصفریة ویسمى أیضا بالاقتران الثابت. 1)

 الدرجة الأولى ویسمى أیضا بالاقتران الخطي. 2)

 ویسمى أیضا بالاقتران التربیعي. الثانیةالدرجة 3) 

 ة.السابع ةجدرال 4)

  الدرجة الثالثة ویسمى أیضا بالاقتران التكعیبي. 5)

  

  

  

  



حد الأول في جمیع حدود الطرف نقوم بضرب ال
یع ي ثم الحد الثاني في الطرف الأول في جمالثان

حدود الطرف الثاني .... ثم نقوم بالجمع على 
 الأكبر  أساس الاس

  العملیات الحسابیة على الاقترانات النسبیة:

 -مع و الطرح :الج -1 

 یتم الجمع أو طرح كثیرات الحدود بجمع أو طرح معاملات المتغیرات المتشابھة الأسس.

  

  ) :1ل (مثا

 جد ناتج ما یلي: 

1/ (3x3 – 4x2 + 6) + (x4 – 2 x3 – 4 x  + 3) 

  الاس الكبر لیسھل عملیة الحل نضع المعادلة فوق بعضھا مع مراعات   -الحل :

 , سالب ضرب موجب = موجب , موجب ضرب موجب = موجب. : سالب ضرب سالب = سالبمن الشرح ملاحظة

(       3x3 – 4x2          + 6) 

+ 

(x4 – 2 x3         – 4 x  + 3)  

= 

 x4  + x3 – 4 x2 – 4x   + 9 

   ) :2مثال (

 جد ناتج ما یلي:

2/ (6x5 + 3x3 – 4 x + 5)- (3x5 + x4 – 2x2 – 4x + 7) 

 -الحل :

 (6x5 + 3x3 – 4 x + 5)- (3x5 + x4 – 2x2 – 4x + 7)= 3x5 – x4 + 3x3 + 2x2 -2 

 -الضرب : -2

  .h(x)بكافة حدود  f(x)بضرب كل حد من حدود  f(x) ،h(x)ود یتم ضرب كثیري حد

 بعد إتمام علمیة الضرب یتم جمع المتشابھ ونبدأ بالاس الأكبر. في حالة الضرب یتم جمع الأسس. 

 ):1( مثال

 .(x)(f.h)فجد  2x 2h(x) = ( x +-( 1، وكان  3x) = 5x +4)  – 2f(x)اذا كان 

 -الحل :

(f.h)(x)= (3x2 – 5x +4 ) (x2+ 2x -1 ) 

            = 3x4+6x3 -3x2 -5x3 -10 x2 +5 x + 4 x2 + 8x -4 

             =  3x4 + x3 - 9x2 + 13x -4 

  



 ):2مثال (

 .(x)(f.h)فجد  5x 3h(x) = ( x +-( 8، وكان  2x) = 3x)  2f(x)+اذا كان 

 -الحل :

(f.h)(x)= (x3+ 5x -8 ) (2x2 +3x) 

            = 2x5+10x3 -16x2 +3x4 +15 x2 -24x 

            = 2x5 +3x4 +10x3 - x2 -24x 

 

 -:قسمةال -3

 یتم قسمة كثیري حدود باستخدام خوارزمیة القسمة الطویلة.

 ):1( مثال

 .h(x)  ÷f(x) فجد 2h(x) = ( x –(4، وكان  x) = 2x3  – 4f(x)  (5+كان اذا 

 -الحل :

 .9ة وباقي القسم 2x 1+ویكون ناتج القسمة 

 

  الاقتران النسبي:

 ام على الصورة كثیر الحدود.من كثیري حدود على شكل بسط ومق نومكالاقتران النسبي ھو اقتران  

f(x) = 
�(�)

�(�)
 ,  h(x) ≠ 0 , g(x)  ,  h( x)    كثیري حدود 

یع الأعداد الحقیقیة التي یمكن ان نعوض بھا في ھو جمیع الأعداد الحقیقیة التي یعرف علیھا الأقتران، بمعنى أنھ جم مجال الإقتران: 
 بدون ان یصبح المقام مساویاً للصفر.  Xر المتغی

الصفر لمعرفة ما ھي القیم التي لا تصلح ان تكون مجالا للاقتران ومن ثم تصبح ولتحدید مجال الاقتران یتم مساواة المقام ب  
 للصفرم التي تجعل المقام مساویاً مجالا للاقتران ما عدا القی Rجمیع الأعداد الحقیقیة 

  

  

  



 ة الحاسبةاج حل بالتحی بسیط لا -:(1)مثال 

 ما ھو مجال كل من الاقترانات النسبیة التالیة :

1-  f(x)  = 
��

����
 

2- f(x) = 
���

���
 

3- f(x) = 
�� ��

√����
 

 -الحل :

1-  f(x)  = 
��

����
 

إذاً مجال  ،ران لا یوجد عدد حقیقي یجعل المقام صفرتقلاد الحقیقیة عدا اصفار المقام وفي ھذ ابي معرف على الاعدایكون الاقتران النس
 .R یساوي الاقتران

2- f(x) = 
���

���
 

∖R. ذا المجال ، إ  x-1 = 0 ←x = 1نساوي المقام بالصفر فیكون  {1} 

3- f(x) = 
�� ��

√����
 

<عرف عندما یكون یكون الاقتران م 0 4 -2 x  2 - 0 = 4 ، ولإیجاد مجال الاقتران نجعلx  2  4 =و نبحث في اشارة الاقترانx  x = 

  ، وھذا ھو مجال الاقتران النسبي.R∖[-2 , 2]، ویكون مجال الاقتران موجب على   ، ±2

  : اذا اردنا التخلص من الجذر نقوم بربیعھ. من الشرح ملاحظة

  :الاقترانات النسبیةیة على العملیات الحساب

 -الجمع والطرح : -1 

 لأعداد.ات كما في امامقتوحد ال

  ):1( مثال

 اوجد ناتج ما یلي : 

∎  
���

����
 + 

����

���
  

 -الحل :

∎  
���

����
 + 

����

���
 = 

(���)(���)

(����)(���)
 + 

(����)(����)

(���)(����)
  

                           =
(� �����)�(���������)

(���)(����)
  

                           = 
������� ��

���������
  

  

  



 -اوجد ناتج ما یلي : ):2( مثال

∎  
�

����
 + 

�����

����
  

 -الحل :

∎  
�

����
 + 

�����

����
 = 

(�)(����)

(����)(����)
 + 

(�����)(����)

(����)(����)
 

                             =
(������)�(��������������)

(����)(����)
  

                             = 
��������������

��������
  

 -الضرب : -2

 نضرب البسط في البسط والمقام في المقام.

  

                                                              -:(1)مثال 

    ∎  
����

���
 ×  

���

����
  

  -الحل:

 ∎  
����

���
 ×  

���

����
 = 

(����)(���)

(���)(����)
 = 

����� ��

��������
 

                                                          -: (2)مثال

      ∎  
�����

 ����
 ×  

����

���
  

           -الحل:

 ∎  
�����

����
 ×  

����

���
= 
(�����)(����)

(����)(���)
 = 

��������������

������ ���
 

 -القسمة : -3

 .فقط البسط بدل المقام والعكس عملیة القسمة إلى عملیة ضرب بقلب الكسر الثانينحول 

     -ل:مثا

∎  
����

����
 ÷

���

��
 

                                       -الحل:

∎  
����

����
 ÷

���

��
 =  

����

����
 ×

��

���
  

                          = 
�������

����������
   

  



  الاسي:الاقتران 

 ن:أ  يأ ،ومجالھ المقابل الاعداد الحقیقیة الموجبة الأعداد الحقیقیةالاقتران الأسي ھو اقتران مجالھ 

�:� ⟶ �� 

                  � ⟼ �(�) = �� 

  . ومن الأمثلة على الاقترانات الاسیة:الاس �   ، الأساس �:یسمى  .عدد حقیقي موجب  �حیث

 ∎  �(�) =  یسمى الاقتران العشري  ���

 ∎  �(�) = ��     یسمى الاقتران الطبیعي  

 ∎  �(�) = ��      قتران اسي یسمى ا                    

 .فان الاقتران یسمى اقتران الاس الطبیعي �اذا كان الاساس -

  .فان الاقتران یسمى الاس العشري 10 یساوياذا كان الاساس - 

 قوانین الأسس:

1- ax .ay = ax+y                                           

2- 
ax

ay
 = ax-y 

3- (ax)y = axy                                              

4- ax . bx  = (ab)x   

5- a0  =1 

6- a
�

�= √ax�
 

7- a-x = 
�

��
  

  

 -: (1)مثال

 بسط المقادیر التالیة إلى أبسط صورة:

1) 
(����)(���)

�����
 

2)
(���×��)�

���×��
 

  

  

  

  

  

 سس و عند القسمة نطرح الأسس.قاعدة : عند الضرب نجمع الأ

  أي رقم اسھ صفر = واحد-
 اذا كان الجذر-

-  √x⬚ =
�

�
 

- √x �
=

�

�
 

- √x �
=

�

�
 

- √x4�
=

�

�
 

 

-  



  

 حل المعادلات الأسیة:

تعتمد فكرة حل المعادلة الأسیة (إیجاد قیمة المتغیر فیھا) على التحلیل إلى العوامل الأولیة واختصار الحدود الأسیة إلى أبسط   
متساویة تتساوى لاة ت الأساسات في الحدود الأسیفادة من القاعدة التالیة إذا تساوالاست وكذلك المختلفةقواعد الأسس  باستخدامصورة 

 الأسس. 

10� = 10� 

 أي أن:

� = 7 

 -: (2)مثال

 حل المعادلات الاسیة التالیة:

1) 3���� = 243 

2) �
�

�
�
��

=
�

��
 

 في المعادلة لحل المعادلة نخرج قیمة الاس  -الحل:

1) 3���� = 243 ⇔ 3���� =   3� 

                              ⇔ 2� − 1 = 5 

                              ⟹ 2� = 6 

                              ⟹ � =
�

�
 

                              ⟹ � = 3 

2) �
�

�
�
��

=
�

��
⇔ �

�

�
�
��

= �
�

�
�
�

 

                           ⇔ �� = 4  

                            ⇒ � = ±2 

  

  

  

  

  

  

 

الثالثة اضرةحمالنھایة   

=.. 23= .. و 13حتى یعطینا الناتج أي  1في أسس من  3نضرب -1

 .53ناتج  وھو 243وھكذا حتى یعطیني الناتج 

2-2x-1 = 5  5ي أي انھ الاس یساو 

 لیصبح موجب حویلة الى بعد علامة = لتخلص من السالب نقوم بت-3
 .6لیعطیني الناتي  5+1نقوم بجمع -4

 في المقام. xعتبار قیمة ض بشكل بسط و مقام مع الاخذ في الانعو-5



  المحاضرة الرابعة 

  المعادلات :

ھو من أقدم المواضیع التي طرحت للبحث، وفي ھذه الوحدة سنتطرق إلى و یحتل موضوع المعادلات مكانھ كبیرة في علم الریاضیات
عادلة ھي ایجاد قیمة الم لحب م معادلتین بمجھولین، ویقصدانظ ،نظمة المعادلاتا بالإضافة إلى حل یعیةوالترب الخطیةحل المعادلات 

  في المعادلة الموجودة المتغیر أو المتغیرات

خطیة والشكل العام للمعادلة ال أكبر أس في المعادلة ھو واحدھي معادلة في متغیر واحد ومن الدرجة الاولى أي أن  المعادلة الخطیةن إ
  .. ax + b = 0  -ھو :

 بشكل مباشر على الالة.  ةدلة المعاباكتبالالة الحاسبة  علىحل طریقة ال

 -مثال :

 -حل المعادلة الخطیة التالیة :

 2x – 3 = 0     أي رقم بعد الاكس ینقل الى الطرف الاخر مع اختلاف العلامة  

 حل عن طریق الالة الحاسبةیمكن ال :  -الحل :

 2x – 3 = 0 _ 2x = 3  _ x  = 
�

�
 

 حل عن طریق الالة الحاسبةلان یمك  : :المعادلات الخطیة التالیةمثال: حل 

1-  5� − 7 = 8    

2-  9� + 25 = 43 

     -الحل :

5� − 7 = 8       _    5� = 8 + 7      _        5� = 15   _ 
�

5
=

15

5
= 3  

  حل عن طریق الالة الحاسبةیمكن ال ني:االمثال الث

 9� + 25 = 43      _    9� = 43− 25    _    9� = 18  
 �

�
=

��

�
= 2  

  

 bx + c = 0 2ax +   وتأخذ الصورة: أكبر أس فیھا ھو أثنینیكون  :  ادلة التربیعیة معلا

 ھما: طریقتیننعتمد على وھناك العدید من الطرق لحل ھذه المعادلة ولكننا سوف 

 الفرق بین مربعین طریقة -1

 ویأخذ القانون العام الشكل التالي: العام للحلنون قاال طریقة -2

 x =  
�� ∓ √�� ����

��
 

− ��=∆ویسمى المقدار   ھو ما أسفل الجذر بالممیز.  ��4

  

  

 



 :الفرق بین مربعین -1

 الطریقة لحالة خاصة من المعادلات التربیعیة التي تكون على الصورة بھذهویكون الحل 

�� −  �� = 0 

 ویكون حلھا على الصورة:

(� − �)(� + �) = 0 

� = � ,  � = − � 

 (كتابتھا بشكل مباشر ) حل عن طریق الالة الحاسبةیمكن ال یة التالیةادلات التربیععمالمثال: حل 

1-  �� − 4 = 0 

2-  9�� − 25 = 0 

 الحل

1-  (� − 2)(� + 2) = 0 

 � = 2 ,  � = −2 

2-  (3� − 5)(3� + 5) = 0 

 3� = 5 → � =
�

�
 , 3� = −5 → � =

��

�
 

   ویستخدم لحل جمیع المعادلات التربیعیةالقانون العام للحل: 

 Mode – 5- 3الالة الحاسبة  ة الحل علىقیرط

x =  
�� ∓ √�� ����

��
 

 غني عن استخدام القانون .توقد  و ھناك ثلاث حالات للحل بھذه الطریقة و ھي :

<∆اذا كان الممیز  الحالة الأولى : – 1  للمعادلة. فیوجد حلین )(0

( �� =  
�� � √∆

��
   ,    �� =  

��� √∆

��
 ) 

=∆) اذا كان الممیز الحالة الثانیة : – 2 �  .فیوجد حل وحید للمعادلة (0 =  
��

��
 

>∆اذا كان الممیز  الحالة الثالثة : – 3  جذر للسالب.لا یوجد في الریاضیات  للمعادلة. فلا یوجد حل حقیقي )(0

  لة الحاسبة.لااق حل عن طرییمكن ال  حل المعادلات التربیعیة التالیة : -مثال :

1)    �� +   2� − 3 = 0 

2)   3�� − 4� + 5 = 0 

3)   �� − 2� + 1 = 0  

  

  

عن طریق تطبیق  بتحویل المعادلة الى شكل المعادلة التربیعیةنقوم -
 د الأسس.  قواع

-3=3 2)2= (3 2x29= 3 

A2 + B + C = 0 

1- A = 1  B = 2  C = -3 

2- A = 3 B = -4 C = 5 

3- A = 1  B = -2 C= 1 



 -الحل :

1) �� +   2� − 3 = 0 

    a = 1  ,   b = 2  ,  c = -3 

     ∆= (2)� − 4 × 1 × −3 = 16 > 0  

 یوجد حلین للمعادلة ھما : ∴     

∎  �� =  
�� � √∆

��
 =  

�� � √��

�×�
= − 3  ∎  �� =  

��� √∆

��
=  

��� √��

�×�
= 1 

  

 حل عن طریق الالة الحاسبةیمكن ال -مثال :

2)  3�� − 4� + 5 = 0 

    a = 3  ,   b = -4  ,  c = 5 

     ∆= (− 4)� − 4 × 3 × 5 = −44 < 0  

ل حقیقي للمعادلة.وجد حلا ی  ∴  

 حل عن طریق الالة الحاسبةیمكن ال -: مثال

3)  �� − 2� + 1 = 0 

     a = 1  ,   b = -2  ,  c = 1 

     ∆= (− 2)� − 4 × 1 × 1 = 4 − 4 = 0  

یوجد حل وحید للمعادلة ھو :    ∴  

 ∎  � =  
��

��
 = 

���

�×�
=  

�

�
= 1   

 حل عن طریق الالة الحاسبةالیمكن  ة :حل المعادلات التربیعیة التالی -: ةمثلا

1)    4�� +   5� = −6 

2)    5�� − 2� = 0 

3)   3�� − 6� = −3 

 حل عن طریق الالة الحاسبةیمكن ال -الحل :

1) 4�� +   5� + 6 = 0 

    a = 4  ,   b = 5  ,  c = 6 

     ∆= (5)� − 4 × 4 × 6 = −71 < 0  

لا یوجد حل حقیقي للمعادلة.  ∴  

  

 4ac-2 Bنستخدم معادلة المییز 



 طریق الالة الحاسبةحل عن یمكن ال -حل المثال:

2) 5�� − 2� = 0 

     a = 5  ,   b = -2  ,  c = 0 

     ∆= (− 2)� − 4 × 5 × 0 = 4 > 0  

 -یوجد حلین للمعادلة ھما : ∴ 

    ∎  �� =  
�� � √∆

��
 =  

�(��) � √�

�×�
=

� � √�

��
 = 0 

∎  �� =  
− � +  √∆

2�
=
− (− 2) +  √4

2 × 5
=
2 +  √4

10
= 0.4 

  

 ةالحاسبحل عن طریق الالة یمكن ال -حل المثال:

3) 3�� − 6� + 3 = 0 

      a = 3  ,   b = -6  ,  c = 3 

     ∆= (− 6)� − 4 × 3 × 3 = 36− 36 = 0  

یوجد حل وحید للمعادلة ھو :   ∴  

 ∎  � =  
��

��
 = 

���

�×�
=  

�

�
= 1   

  الخطیة:أنظمة المعادلات 

 یكون الشكل العام لنظام المعادلات الخطیة كالآتي: 

����� + ����� + ⋯+ ����� = �� 

����� + ����� + ⋯+ ����� = �� 

                                   ⋮ 

����� + ����� + ⋯+ ����� = �� 

 عدد المتغیرات. �تمثل عدد المعدلات،  �حیث 

  مجھولین بطریقتین الحذف والتعویض.ظام معادلتین بن حلة متعلقة بستكون دراستنا في ھذه الوحد

 : یكون نظام معدلتین بمجھولین على الصورة

��� + ��� = �� 

��� + ��� = �� 

  ALPHA – MODE – 5 – 1طریقة الحل على الالة الحاسبة طریقة الحل ::

  yر نتیجةھظت ثم = xندخل المعادلة الأولى والثاني ثم = تظھر نتیجة 

 



 حل النظام بطریقة الحذف: -أ

حیث نجعل معاملات أحد المتغیرین في المعادلتین نفس القیمة ولكن بإشارتین  یمكن حل ھذا النوع من المعادلات باستخدام طریقة الحذف،
 یمة المتغیر الأول.ق جدالآخر ثم نعوض قیمتھ في أحدى المعادلتین ون قیمة المتغیرمعادلتین ونجد منھا مختلفتین ثم نجمع ال

 حل عن طریق الالة الحاسبةیمكن ال -:1مثال 

 حل النظام التالي من المعادلات بطریقة الحذف:    

   2x + 3y = 7      

   3x + 2y = 8    

 -الحل :

 ن:یتصبح المعادلتف y  ) لحذف المتغیر3الثانیة في () و 2-نضرب المعادلة الأولى في (

   -4x – 6y  = -14 

    9x  + 6y =  24                   نجمع 

    5x           =  10  

     ⟹ x = 2 

 في المعادلة الثانیة : xنعوض بقیمة 

     ⟹ 3× (2) + 2y  = 8 ⟹  6 + 2y = 8 ⟹  2y = 2 ⟹ y = 1 

 تعویض:لاحل النظام بطریقة  -ب 

 .الأخرى ةدلیتم وضع متغیر بدلالة الآخر من إحدى المعادلتین ثم التعویض في المعا

 حل عن طریق الالة الحاسبةیمكن ال -:2مثال 

 :تعویضحل النظام التالي من المعادلات بطریقة ال    

   x + 3y = 2        (1)  

   2x + 5y = 3      (2) 

 -الحل :

 ولى لتصبح:ادلة الأمن المع yبدلالة  xنضع 

   x = 2 – 3y         (3) 

 نعوضھا في المعادلة الثانیة:

   2(2 – 3y) + 5y = 3 ⟹  4 – 6y + 5y = 3 ⟹  -y = -1 ⟹ y = 1  

 :xفي المعادلة الثالثة لإیجاد قیمة  yنعوض قیمة 

   x = 2 – 3(1) = -1 

  



 حل عن طریق الالة الحاسبةیمكن ال -:2مثال 

 :تینادلات بطریقالتالي من المعحل النظام     

   3x + 4y = 9     (1)  

   2x + 3y = 7     (2) 

 :بطریقة الحذفحل لا

 ن:یتصبح المعادلتف y  ) لحذف المتغیر3) و الثانیة في (2-نضرب المعادلة الأولى في (

   -6x – 8y  = -18 

                   6x  + 9y =  21    نجمع 

                y =  3  

 :ولىنعوض في المعادلة الأ

     ⟹ 3x+ 4(3) = 9 ⟹  3x + 12 = 9 ⟹  3x = -3 ⟹ x = −1 

 :بطریقة التعویضالحل 

 من المعادلة الأولى لتصبح: yبدلالة  xنضع 

   3x = 9 – 4y 

 ⟹  x = 3 – 
�

�
y 

 في المعادلة الثانیة نعوضھا:

   2(3 – 
�

�
y) + 3y = 7 ⟹  6 – 

�

�
y + 3y = 7 ⟹  

�

�
y = 1 ⟹ y = 3  

 :xفي المعادلة الثالثة لإیجاد قیمة  yنعوض قیمة 

   x = 3 – 
�

�
(3) = 3 – 4 = -1 

 -:تمرین

 :تینحل النظام التالي من المعادلات بطریق    

   3x + 2y = 2     (1)  

   5x -  y = 12     (2) 

  خلاصة الدرس .. طرق استخدام الالة الحاسبة:

  ي الالة الحاسبة.تكتب بشكل مباشر ف المعادلات الخطیة :

  Mode – 5- 3المعادلات التربیعیة : 

   ALPHA – MODE – 5 – 1: ن :بمجھولی نیلتمعاد

  نھایة المحاضرة الرابعة



 المحاضرة الخامسة

  والمتتالیات)(المتباینات 

≤)أكبر من أو یساوي ،    (≥)أكبر من ،   (>)من ) أقل  <ھي أي عبارتین جبریتین یربط بینھما احدى ادوات الربط التالیة ( المتباینة

 لى المتباینات:ع لةأقل من أو یساوي ومن الأمث (

 x < 2 

 x + 1 ≤-3 

 x2 + 2x + 5 ≥ 0 

التي یمكن أن نعوضھا في المتباینة بغض النظر عن صحتھا بمجموعة التعویض، وھذه المجموعة  (x)تسمى مجموعة كل قیم  تعریف:

یض ھي مجموعة الأعداد وعلتون عادة إحدى مجموعات الاعداد وفي كل امثلتنا في ھذه الوحدة ستكون مجموعة اتعطى في السؤال وتك
 .”R“ الحقیقیة

 التي تجعل المتباینة صحیحة (أي التي تكون حلاً للمتباینة) مجموعة الحل للمتباینة.  xیم تسمى مجموعة ق تعریف:

 التعویض.مجموعة الحل تكون مجموعة جزئیة من مجموعة 

 :1مثال 

 أوجد مجموعة الحل لكل من المتباینات التالیة:

1-   3x  -  2  >  x + 1  

2-    x2 -  5x  ≥ -6 

3-   x3  + 3x2  + 2x ≤ 0  

 -الحل :

 مجموعة الحل لأي متباینة تكون مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیة.

1-   3x  -  2 > x + 1  

       3x - x > 1 + 2 

       2x > 3 

        x > 
�

�
 

∴ )تكون مجموعة الحل ھي الفترة المفتوحة   
�

�
 ,   ∞). 

2-  x2 -  5 x  ≥ -6 

     x2 -  5 x + 6  ≥ 0 

 یتم حل المتباینة كأنھا معادلة تربیعیة بطریقة القانون العام كما یلي: 

a = 1  ,   b = -5  ,  c = 6 

     ∆= (− 5)� − 4 × 1 × 6 = 1 > 0  

  



 یوجد حلین للمعادلة ھما : ∴     

∎  �� =  
− � −  √∆

2�
 =  

5 −  √1

2 × 1
= 2 

∎  �� =  
− � +  √∆

2�
=  

5 +  √1

2 × 1
= 3 

 2xما بین الجذرین و نفس إشارة   2x نبحث في اشارة الاقتران عن طریق خط الاعداد وتكون اشارة الاقتران التربیعي عكس اشارة 

 خارج الجذرین.

 كون مجموعة الحل على حسب إشارة المتباینة كما یلي:ت ثم

∪ [2,∞−)نة ھي یاتبتكون مجموعة الحل للم ∴ [3 ,  ∞ ).  

  

3-   x3  + 3x2  + 2x ≤ 0  

 عامل مشترك  xنأخذ 

x( x2 +3x +2 ) ≤ 0 

 بطریقة القانون العام كما سبق دراستھنحل الدالة التربیعیة 

 خارج المعادلة التربیعیة xنظراً لوجود المتغیر  x=0وتم إضافة  { 2- , 1- , 0}فتكون جذور الاقتران ھي 

 ى خط الاعدادالاقتران عل ةارنحدد اش

−,∞−)تكون مجموعة الحل للمتباینة ھي  ∴  2] ∪ [− 1 ,  0 ].  

  

 أوجد مجموعة الحل لكل من المتباینات التالیة: :2مثال 

1-   6x  -  5  >  x + 3  

2-   2x2 -  10 x  ≥ -12 

3-   4x3  + 12x2  + 8x ≤ 0  

 الأعداد الحقیقیة.ئیة من مجموعة زجة مجموعة الحل لأي متباینة تكون مجموع  -الحل :

1-   6x - 5 > x + 3  

       6X - x > 3 + 5 

       5x > 8 

        x > 
�

�
 



∴ �تكون مجموعة الحل ھي الفترة المفتوحة   
�

�
 ,  ∞ �. 

2-   2x2 -  10 x  ≥ -12 

      2x2 -  10 x + 12  ≥ 0 

 ا سبق دراستھمكم بطریقة القانون العانحل الدالة التربیعیة 

 {3 ,2}فتكون جذور الاقتران ھي 

 2x  ما بین الجذرین و نفس إشارة 2x نبحث في اشارة الاقتران عن طریق خط الاعداد وتكون اشارة الاقتران التربیعي عكس اشارة

  خارج الجذرین.

 

∪ [2,∞−).مجموعة الحل للمتباینة ھي ون تك ∴ [3 ,  ∞ )  

3-   4x3  + 12x2  + 8x ≤ 0  

 عامل مشترك  x خذأن

x( 4x2 +12x +8 ) ≤ 0 

 نحلل الدالة التربیعیة داخل الاقواس 

x(2x+4)(2x+2) ≤ 0 

 { 2- , 1- , 0}فتكون جذور الاقتران ھي 

 نحدد اشارة الاقتران على خط الاعداد 

 

−,∞−)ینة ھي الحل للمتبا تكون مجموعة ∴ 2] ∪ [− 1 ,  0 ]  

  المتتالیات:

 وتكتب على الصورة: Rإلى مجموعة الاعداد الحقیقیة  Nوعة الاعداد الطبیعیة مجم نمف ھي عبارة عن اقتران معر

{��}���
� = ��,  ��,  ��,… ,  �� … 

,��وتسمى العناصر    ��,   ��,… ,  الحد العام للمتتالیة. (��)بینما یسمى الحد  بحدود المتتالیة ��  

  .�� العام حدھا ةلیة بدلالاتمتوتكتب ال

  

  

  

  



 -:1مثال 

 اكتب الحدود الاربعة الأولى لكل من المتتالیات التالیة:

1- �
��

�
� 

2- { 3� − ��} 

3- { 2� + 4 } 

4- {2�} 

 -الحل :

الاولى ھي  الحدود الاربعة �� ,  �� ,  �� ,  ��  

1- �� =
�

�
 ,   �� = 2 ,   �� =  

�

�
 ,  �� =  8 

2- �� =  2 ,  �� = −2, �� = −18,  �� = −52 

3- �� =  6 ,  �� = 8,  �� = 10,  �� = 12 

4- �� =  2 ,  �� = 4, �� = 8,  �� = 16 

 -:2مثال 

 أوجد الحد الخامس و الحد الثامن للمتتالیة:

�
�� + 1

3� − 2
� 

 -الحل :

      �� =
����

�.���
=

��

��
=           الحد الخامس  2

      �� =
����

�.���
=

��

��
                   الحد الثامن   

ا ، أي اذ� ثابتاً یسمى أساس المتتالیة ویرمز لھ بالرمز ین متتالیین فیھا مقداراً تي یكون الفرق بین أي حدالمتتالیة الحسابیة ھي المتتالیة ال

,�� ={��}        نتاك   ��,  ��,  حسابیة فإن: متتالیة ��…

�� = �� + � ⇒ � = �� − �� 

�� = �� + � ⇒ � = �� − �� 

�� = �� + � ⇒ � = �� − �� 

⋮ 

�� = ���� + � ⇒ � = �� − ���� 

  

  

  



 -مثال :

 :واذا كانت فما ھو اساسھا ةیابأي المتتالیات التالیة حس

1- 2,  4,  8,  16,  … 

2- 1,  4,  7,  10,  … 

3- 1,  4,  9,  16,  25,… 

4- 5,  3,  1,  − 1,  … 

5- 6,  6,  6,  6,  6,… 

6- 1,   
�

�
,   

�

�
,   

�

�
,   

�

�
 ,  … 

 -الحل :

 (الفرق لیس ثابت ,4 = 4 – 8   ,2 = 2 – 4)   …,16 ,8 ,4 ,2 -1

 .ةبیحسامتتالیة لیست ∴      

 (الفرق ثابت ,3 = 4 – 7 ,3 = 1 – 4)   …,10 ,7 ,4 ,1 -2

 .3 یساويحسابیة وأساسھا متتالیة    ∴ 

  (الفرق لیس ثابت , 5 = 4 – 9 ,3 = 1 – 4 ) …,25 ,16 ,9 ,4 ,1 -3

 یة.ابحسمتتالیة لیست ∴ 

 -الحل :

4-  5,  3,  1,  − 1,  … ⟹ (3 − 5 = −2,  1 − 3 = −2,  (ثابت الفرق    

 . 2−یساويأساسھا  و ةیابحسمتتالیة    ∴ 

5-  6,   6,   6,   6,   6,… ⟹ (6 − 6 = 0,   6 − 6 = 0,  (ثابت الفرق    

 . 0یساويحسابیة و أساسھا متتالیة    ∴ 

6-  1,
�

�
,   

�

�
,   

�

�
,   

�

�
,  … ⟹ (

�

�
− 1 = −

�

�
 ,
�

�
−

�

�
= −

�

�
, الفرق لیس ثابت     ) 

 ة.حسابیمتتالیة لیست ∴ 

 

  

  

  

  

  

  سةنھایة المحاضرة الخام



  المحاضرة السادسة

  (المتتالیات)

 فإن: � واساسھا  ��الأول حدھامتتالیة حسابیة  )(��اذا كانت 

�� = �� + � 

�� = �� + � = �� + 2� 

�� = �� + � = �� + 3� 

�� = �� + 4 � 

⋮ 

�� =   �� + ( � − 1 )� 

 :وھة العام للمتتالیة الحسابی الحد ∴

�� =   �� + ( � − 1 )� 

 naقیمة  اوجد  -:1مثال 

 ثم أوجد الحد الخامس عشر للمتتالیة.(5) و أساسھا  (2)أوجد الحد العام للمتتالیة الحسابیة التي حدھا الأول 

 15)+2-*(721 = 5بالحاسبة عن طریق التعویض المباشر في القانون حلھا یمكن  -الحل :

�� = 2   ,  � = 5 

   -1ومرة في  nمرة في  5نقوم بضرب   یكون الحد العام ھو: ∴

�� =   �� + ( � − 1 )�        =  2 + ( n – 1 ) (5)   �� = 5� − 3  

 الحد الخامس عشر:

⟹ ��� = 5(15) − 3   = 75− 3  = 72 

  نفس المثال السابق   -:2مثال 

 للمتتالیة.ثم أوجد الحد العاشر   (3)و أساسھا (5-)ول لأا تالیة الحسابیة التي حدھاأوجد الحد العام للمت

 -الحل:

�� = −5  , � = 3 

 یكون الحد العام ھو: ∴

�� =   �� + ( � − 1)�     =   − 5 + ( � − 1)(3)   �� = 3� − 8  

 لعاشر:د االح

⟹ ��� = 3(10) − 8  = 30− 8   = 22 

  

  

 1شرح المثال 

عن  naیمة نقوم باستخراج ق

طریقة التعویض المباشر من 
 القانون . 



 n 1a-nd=a) /-  (1قانون لاا .. یمكن استخدام ھذ dیمة ق اوجد -:3مثال 

 أوجد أساس ھذه المتتالیة؟ 5والحد الاول یساوي  35حسابیة یساوي  تالیةإذا علمت أن الحد الحادي عشر من مت

 -الحل:

�� = 5    , � =  ?   ,��� = 35 

 dنخرج قیمة  ,  30= 35-5الى قبل = ونغیر الإشارة أي  5نقوم بنقل  الحد العام ھو:ون یك ∴
  قسمیمالت قیطرعن 

�� =   �� + ( � − 1 )�   35 =   5 + ( 11− 1 )�  30 = 10 �  � =
��

��
= 3 

 xd-(n-n=a1a(1... یمكن استخدام ھذا القانون   1a قیمة  اوجد  -:4مثال 

 لمتتالیة ؟ذ الھ أوجد الحد الأول 5یساوي  و أساس ھذه المتتالیة 85حسابیة یساوي  تالیةمت د السادس عشر منإذا علمت أن الح

 -الحل:

�� =  ?    , � = 5  , ��� = 85 

 یكون الحد العام ھو: ∴

�� =   �� + ( � − 1 )�  85 =   �� + ( 16− 1 )(5)  

 85 = 75+  ��  �� = 85− 75  = 10  

 -:5مثال 

 :أوجد الحد العام لكل من المتتالیات الحسابیة التالیة

1-  3,  6,  9,  12,  … 

2- 10,  8,  6,  4,  … 

 -الحل :

 نجد في البدایة الحد الأول والأساسي للمتتالیة ثم نعوض في قانون الحد العام.

1-   �� = 3,   � = 3  �� = �� + ( � − 1 )�  

             = 3 + (� − 1 )(3) 

             = 3 +   3� − 3  3-+3=0   =3n 

             = 3�  

2-   �� = 10,   � = −2  �� = �� + (� − 1)�  

             = 10+ (� − 1)(− 2) 

             = 10− 2� + 2   -1x-2= (+2)  

             = 12− 2�  10+2 =12 …2n ….-2n+12 

   

 بطریقة سھلھ 2شرح المثال 

an – a1 ÷ (n-1) 

(35-5 )/(11-1) = 

30/10 = 3 

 بطریقة سھلة 3شرح المثال 

(n-1)Xd – an 

85-(15)X5 = 10 



 حساب مجموع الحدود

�� ,  �� ,  …… . . ,  ��  

 مجموعھا ھو:و 

S� =   a� + a� + a� +  ………+ a� 

S� = a� + (a� + d) + (a� + 2d) + (a� + 3d) +  ……+ (a� + (n − 1)d)           

      = na� + d + 2d  + 3d……+ (n − 1)d   

      = na� + d�1 + 2  + 3 +   ……+ (n − 1)�  

      =   na� + d
�(���)

�
  

⟹  �� =
�

�
(2 �� + (� − والاساسول الحد الأقانون المجموع إذا توفرت المعطیات    (�(1  

⟹  �� =
�

�
(�� +   قانون المجموع إذا توفرت المعطیات الحد الأول والأخیر فقط   (��

 -:1مثال  

 ) حد منھا .20) أوجد مجموع أول (4واساسھا ( ،3-متتالیة حسابیة حدھا الأول = 

  -:الحل

�� = −3 ,   � = 4  

�� =
�

�
(2 �� + (� − 1)�)    

⟹  ��� =
��

�
 (2(− 3) + (19)(4))    

              = 10 (-6  + 76) 

              = (10)(70)  

              = 700 

 -:2مثال 

 موعھا.) احسب مج39) وحدھا الأخیر (3) حدھا الأول (16متتالیة حسابیة عدد حدودھا (

 -الحل:

�� = 3  ,    ��� = 39  ,    � = 16  

�� =
�

�
(�� + ��)    

⟹ ��� =
��

�
 (3 + 39)    

              =   (8)(42) 

⟹ ��� =   336 

 انون.بتعویض المباشر على الق لھ عن طریق الالھ الحاسبةیمكن ح

20/2(2*-3+(20-1)*4) 

 او

20

2
 (2 ∗ 3 + (20− 1) ∗ 4) 

 طریق الالھ الحاسبة عن طریق ادخال التالي:یمكن حلھ عن 

16/2*(3+39) = 336 



 -:3مثال 

 .أوجد عدد حدودھا 252) ومجموع حدودھا 66) وحدھا الأخیر (6حسابیة حدھا الأول ( ةمتتالی

 -الحل:

 ون القاننطبق 

 �� =
�

�
(�� + ��)    

⟹
�

�
(6 + 66) = 252  

      
�

�
(72) = 252 

      �(36) = 252 نقوم بتقسیم المجموع على الناتج     

⟹ � = 7 

 .rز تسمى اساس المتتالیة ویرمز لھا بالرم ثابتةالمتتالیة التي تكون فیھا النسبة بین أي حدین متتالین  ھي المتتالیة الھندسیة

={��}أي : اذا كانت  �� ,  ��,  �� ,  ……… ,  ��   

 ن:فإ متتالیة ھندسیة

�� = �� �        ⟹      � =
��

��
  

�� = �� �        ⟹     � =
��

��
  

�� = �� �        ⟹     � =
��

��
  

  ⋮ 

�� = ���� �   ⟹    � =
��

����
  

 -مثال:

 و أساسھا.ا ھت مھندسیة واذا كان التالیة أي من المتتالیات

1 -    1, 4, 9, 16, 25, … 

2 -    2, 4, 8, 16, 32, … 

3 -    2, 4, 6, 8, 10, … 

4 -    1, 
�

�
,   

�

�
,   

�

��
,   

�

�
  ,  … 

5 -    1, -1, 1, -1, 1, -1, …   

  

  

  

 یق ادخال التالي:یمكن حلھ عن طریق الالھ الحاسبة عن طر

2(6+66)/ / 252 



 نقوم بتقسیم الرقم التالي على السابق ..  -الحل:

1 -    1 , 4 , 9 , 16 , 25 , … 

         
�

�
= 4       ,   

�

�
= 2.25 

∴ ھندسیة.متتالیة لیست     

2 -    2 , 4 , 8 , 16 , 32 , … 

          
�

�
= 2    ,  

�

�
 = 2  ,  

��

�
= 2   

متتالیة ھندسیة واساسھا   ∴ 2. 

 3 -    2 , 4 , 6 , 8 , 10 , … 

          
�

�
= 2  ,  

�

�
= 1.5  

∴  دسیة.ھنتالیة متلیست   

4 -    1 , 
�

�
,   

�

�
 ,
�

��
 ,
�

�
  ,  … 

         
�

�

�
 =

�

�
     ,  

�

�
�

�

=
�

�
=

�

�
 ,   

�

��
�

�

=
�

��
=  

�

�
   

متتالیة ھندسیة واساسھا   ∴  
�

�
. 

5 -    1 , -1 , 1 , -1 , 1 , -1  ,….   

         −
�

�
 = −1   ,  

�

��
= −1   ,   −

�

�
= −1   

یة ھندسیة واساسھا تالمت  ∴ −1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نھایة المحاضرة السادسة



 المحاضرة السابعة

  (تابع المتتالیات)

  

={��}اذا كانت  �� ,  �� ,  … , ��  فإن: �واساسھا   (��)متتالیة ھندسیة حدھا الأول …

 �� = �� �  

 �� = �� � = �� �
�   

 �� = �� � = �� �
�  

 �� = �� �
�  

  ⋮ 

��   الحد العام للمتتالیة: = �� �
��� 

 -: 1مثال 

 م.) أوجد حدھا العا2) و اساسھا (1متتالیة ھندسیة حدھا الأول (

 -الحل:

�� = 1         ,        � =   2 

�� = �� �
���        =  (1)(2)���   �� = 2��� 

  

 -:2مثال 

 أوجد الحد العام لكل من المتتالیات الھندسیة التالیة:

1-  4 , 16 , 64 , 256 , … 

2-  -1 , 1 , -1 , 1 , -1 ,… 

  .....  256=44,  64=34,  16=24, 4=14) 1الرقم (ت واس متغیر كما في ھي عبارة عن رقم ثاب -الحل:

1-  4 , 16 , 64 , 256 , …      �� = 4,   � = 4    �� = �� �
���   = (4)(4)���    �� = 4� 

2-  − 1 , 1 , −1 , 1 , −1 ,…   �� = −1  ,   � = −1 ⟹ �� = ���
���  = (− 1)(− 1)��� 

 ⟹ �� = (− 1)� 

  .ي المثال السابقا فكم نجمع الأسس.. 1-*1-او  4*4كان الأساس واحد مثل  إذاملاحظة: 

 

 

 

 



 -:3مثال 

 أوجد حدھا الأول والاساس. 10935الثامن ، وحدھا 1215متتالیة ھندسیة حدھا السادس 

 -الحل:

 الحد العام للمتتالیة الھندسیة ھو:

�� = �� �
���, 

  �� = �� �
� = 1215, 

  �� = ���
� = 10935  

   القسمةب
��

��
   ⟸ = 

�����

����
 

���
�

���
� 

⟹ �� = 9 ⟹ � = √9 ⟹ � = 3 

 ��لإیجاد   ��نعوض في معادلة

 �� �
� = 1215⟹ ��(3)

� =   1215⟹ �� 243 = 1215                     

             ⟹ �� =
����

���
= 5 

 -:4مثال 

 ) أوجد عدد حدودھا.3) واساسھا (486وحدھا الأخیر () 2ل (ا الأویة ھندسیة حدھمتتال

  :الحل

�� = ���
���   486 = (2)(3)���   

(3)��� =
���

�
  (3)��� = 243      

  243ج النات اس كم یعطیني 3ى أخرى بمعن 3وأساس المتتالیة  243وذلك باستخدام الناتج  nستخراج قیمة حاجة الى االان نحن ب

(3)��� = (3)� =243 =35  � − 1 = 5   ∴ � = 6     

   

 الخطوة الأولى:

 8a/6 a  =9,  1215على  10935قسم ن

 الخطوة الثانیة:

 5r-7 r  =r2نطرح الأسس 

 ثالثة:الخطوة ال

 3) = 1(ناتج الخطوة 9) لـ 2اس  rنستخرج الجذر الثاني (لان 

 الخطوة الرابعة:

 في المعادلة نقوم بتعویض

..a6=a1r5  1215=a1x35 

 الخطوة الأخیرة:

 5r على قیمة  6a نقسم قیمة 

=553 1215 / 



 -:1مثال 

 ) احسب مجموع أول خمسة حدود منھا.2) واساسھا (8متتالیة ھندسیة حدھا الأول (

 -الحل:

�� = 8      ,       � = 2 

�� =  
��(�

���)

���
      =   

(�)(����)

���
    =

(�)(����)

���
    = 248 

 -:2مثال 

 ) احسب مجموع أول ثمانیة حدود منھا.5) واساسھا (10متتالیة ھندسیة حدھا الأول (

 -الحل:

�� = 10  ,    � = 5 

�� =  
����

����

���
    =   

(��)(����)

���
         =   

(��)(��������)

�
     = 976560 

��    یطة في نھایة المدة على شكل متتالیة حسابیة وتحسب بالقانون.ة البسالفائدبلغ على حساب جملة المیكون  = �� + (�)�  

 حیث أن:

 ��المبلغ في بدایة المدة = 

  �عدد السنوات =

  �لغ =ویة على المبالفائدة السن

 �=   �� ×نسبة الفائدة 

 و:ھ �واساسھا  ��تي حدھا الأول حد من المتتالیة الھندسیة ال �مجموع أول 

�� = �� + �� + �� + ⋯+ ��  

⟹ �� =   �� + ��� + ���
� + ���

� + ⋯+ ���
��� … (1) 

 تصبح  � بالضرب في

� �� = ��� + ���
� + ���

� + ⋯+ ���
� ………………(2)  

 ) تصبح2() من 1بالطرح (

� �� − �� = (��� + ���
� + ���

� + ⋯+ ���
�)  −  (�� + ��� + ���

� + ���
� + ⋯    + ���

���)   

 الحدود المتشابھة تصبح نختصر 

� �� − �� = ���
�  �� ⟹ �� (� − 1) = �� (�

� − 1)  

∴  حد ھو:  nمجموع أول   

�� =   
��( �

� − � )

� − �
 



 -:1مثال 

 % سنویاً، أحسب جملة المبلغ في نھایة المدة.7.5ة بسیطة بفائد سنوات (8)ریال لمدة  (10000)أودع شخص مبلغ 

 -الحل:

  �� =  10000 

  � =  8  

⟹ � =  
�.�

���
× 10000= 750 

ة = منالمبلغ في نھایة السنة الثا   ��  

⟹ �� = 10000+ (8)(750)  

            =  10000 +  6000 = 16000 ��� 

 -:2ال مث

ریال أحسب أصل  (7000)فوجد أن جملة ما لھ في نھایة المدة قد بلغ  % سنوي،8) سنة بفائدة بسیطة 5ة (ما لمدودع شخص مبلغ أ
 المبلغ.

 -الحل :

  �� =  ? 

  � =  5  

 � =   
�

���
  ×  �� = 0.08 �� 

  ��.��المبلغ في نھایة المدة =   

��.�� =  �� +  (5)(0.08 ��) = 7000 

⟹ ��(1+(5× 0.08)) =  7000 

⟹ ��(1.4) =  7000 

⟹ �� =
����

�.�
= 5000 SAR 

 أما الفائدة المركبة فتحسب على أساس المتتالیة الھندسیة حیث تحسب بالقانون:

�� =   �� �
� 

 أن: حیث

  ��جملة المبلغ في نھایة المدة = 

 ��مدة =المبلغ في بدایة ال

 �=  1ئدة + نسبة الفا

  

  



 -:1مثال 

 % لمدة خمس سنوات، فما ھي جملة المبلغ في نھایة المدة.9ریال بفائدة مركبة   (8000)ادخر شخص مبلغ

 -الحل:

�� = 8000 

� = 1 + 0.09 = 1.09 

� = 5 

⟹ �� = 8000(1.09)� = 12308.9 ��� 

 -:2مثال 

 سنة، فما ھي جملة المبلغ في نھایة المدة. 3.5 ةنصف سنوي لمد %5مركبة  بفائدة ریال  (10000)ادخر شخص مبلغ

 -الحل:

�� = 10000 

� = 1 + 0.05 = 1.05 

� = 3.5 × 2 =  فترات 7

    ⟹ �� = 10000(1.05)� = 14071 ��� 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ابعةحاضرة السنھایة الم  

   



  المحاضرة الثامنة

  (المصفوفات والمحددات)

ومن الأمثلة  ,A,B,C,…بأحد الحروف الھجائیة الكبیرة  لھا مزیردة وشكل صفوف واعموعة على : ھي عدد من العناصر موضالمصفوفة

 على المصفوفة.

A = �
6 4 12 3
−5 5 −6 7
4 −6 1 8

�  B = �

− 1 4

6 2

0 5

6 3

� 

 -وفة:رتبة المصف

 عدد الاعمدة.×رتبة المصفوفة تساوي عدد الصفوف

 مثال:

 .4A×3ة لى الصوروتكتب ع 3×4ھي  Aرتبة المصفوفة 

 .2B×4وتكتب على الصورة  4×2ھي  Bالمصفوفة رتبة 

 -رتبة العنصر:

  j  =ijaوالعمود  iأي العنصر في الصف  ھي موقعھ في الصف والعمود aرتبة العنصر 

 -مثال:

 a 32, a 21a ,24  السابقة أوجد العناصر  A في المصفوفة

 -الحل:

  a 21=- 5ول لعمود الأ: العنصر في الصف الثاني ا a 21العنصر 

  a 32=- 6العنصر في الصف الثالث العمود الثاني  : a 32العنصر 

  a 24 7=: العنصر في الصف الثاني العمود الرابع  a 24العنصر 

 المصفوفة الصفریة: -1

 ون جمیع عناصرھا أصفار.التي یك المصفوفة

 -مثال:

� =  �
0 0 0
0 0 0

�
�×�

 

 3×2مصفوفة صفریة رتبتھا  ←

 عة:لمصفوفة المربا -2

 .عدد الصفوف = عدد الاعمدةالمصفوفة المربعة ھي المصفوفة التي یكون فیھا 

  

  



 -مثال:

� =  �
5 2
3 −1

�
�×�

              ,    � = �
9 −1 0
4 6 5
3 −2 −8

�

�×�

 

 .(أي من الرتبة الثانیة)   2×2مصفوفة مربعة من الرتبة Aالمصفوفة 

 .الثالثة)(أي من الرتبة    3×3ن الرتبةمربعة م مصفوفة Bالمصفوفة 

 لابد ان تكون ھذه المصفوفة مربعة: المصفوفة القطریة: -3

 أصفار. )الیسار الى الیمینمن  تبدا( المصفوفة المربعة التي یكون جمیع العناصر فیھا غیر القطر الرئیسي

 -مثال:

� =  �
1 0 0
0 2 0
0 0 3

� 

 المصفوفة المحایدة: -4

 .تمثل عدد صفوف المصفوفة (رتبتھا) nحیث  nIون عناصر القطر الرئیسي تساوي واحد ویرمز لھا بالرمز قطریة التي یكصفوفة الالم

 -مثال:

I3 =  �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

�             ,        I4 =  �

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

� 

 المصفوفة المثلثیة: -5

 قسم إلى قسمین :نوت

 الأرقام تكون في الأعلى. :العلیامثلثیة صفوفة الالم –أ 

 المصفوفة التي یكون فیھا جمیع العناصر تحت القطر الرئیسي أصفار .

A                                     -مثال: =  �

1 2 3 4
0 9 5 6
0 0 1 7
0 0 0 8

� 

 الأرقام تكون في الأسفل. المصفوفة المثلثیة السفلى: –ب 

 عناصر فوق القطر الرئیسي أصفار .فیھا جمیع ال لتي یكونالمصفوفة ا

B                                     -مثال: =  �

1 0 0 0
2 9 0 0
3 5 6 0
4 7 10 8

� 

 :f matrix)(Transpose oالمصفوفة المبدلة  -6

 .��لرمزامز لھا بمنقول المصفوفة أو مبدل المصفوفة ھي تبدیل الصفوف بالأعمدة والاعمدة بالصفوف ویر



 -مثال:

 أوجد منقول كل من المصفوفات التالیة :

1/  A = �
2 4 5
−1 1 6

�
�×�

               2/  � =  �
7 3 4
2 5 1
3 6 9

�

�×�

 

  ل...حتى النھایة.الأوالعمود الأول نجعلھ في الصف   -:الحل

1/  �� =  �
2 −1
4 1
5 6

�

�×�

                  2/  �� = �
7 2 3
3 5 6
4 1 9

�

�×�

 

  :) ( Symatric matrixالمصفوفة المتماثلة -7

�. تكون المصفوفة متماثلة اذا كانت  =   .تكون المصفوفة تساوي المبدلة ��

 -مثال:

 اي من المصفوفات التالیة متماثلة:

1) � =  �
2 4
5 3

�                      2) � =  �
2 3 1
3 4 6
1 6 8

� 

  -:الحل

1) � =  �
2 4
5 3

�    ,         �� =  �
2 5
4 3

�    ,   � ≠  ∴    A          لیست متماثلة       ��

2) � =  �
2 3 1
3 4 6
1 6 8

� ,   �� =   �
2 3 1
3 4 6
1 6 8

�  ,    � =  ∴  B  متماثلة                    ��

  

 الجمع والطرح: -1

 المتناظرة.نطرح العناصر  ونجمع أو تكونا من نفس الرتبةجب أن رح مصفوفتین یجمع أو طعند 

  

  

 -مثال:

 أوجد ناتج ما یلي:

1/ � = �
3 9 7
5 2 1

�
�×�

      +      � = �
− 1 2 4
3 3 1

�
�×�

 

2/ � = �
5 4 3
2 1 6
7 3 8

�

�×�

      −      � = �
1 5 −2
−1 0 6
2 1 2

�

�×�

 

 



 الحل:-

 

1- � =  �
3 9 7
5 2 1

�
�×�

    +     � =  �
− 1 2 4
3 3 1

�
�×�

       =       �
2 11 11
8 5 2

�
�×�

 

2- � =  �
5 4 3
2 1 6
7 3 8

�

�×�

     −     � = �
1 5 −2
−1 0 6
2 1 2

�

�×�

   =        �
4 −1 5
3 1 0
5 2 6

�

�×�

 

 الضرب بعدد ثابت: -2

 نضرب كل عنصر من عناصر المصفوفة بالعدد.د ثابت فإننا فوفة بعدمصعند ضرب 

 -مثال:

  :كانت إذا

� =  �
4 9
6 3

� ,    � =  �
1 1
2 5

� 

 أوجد ما یلي:

1) 3�  

2) 2� 

3) 3� – 2�  

 -ل:الح

1) 3� = 3 ×  �
4 9
6 3

� = �
12 27
18 9

� 

2)  2� = 2 × �
1 1
2 5

� = �
2 2
4 10

� 

3) 3� – 2�  = �
12 27
18 9

� - �
2 2
4 10

� = �
10 25
14 −1

� 

 ضرب المصفوفات: -3

ة الاولى في المصفوف iوعند الضرب نضرب الصف  عدد أعمدة الاولى یساوي عدد صفوف الثانیةعند ضرب مصفوفتین یجب أن تكون 

 في المصفوفة الناتجة. ijaفي المصفوفة الثانیة لینتج العنصر  jبالعمود 

  .ود من المصفوفة الثانیة)) في عمود (عمة الأولىویتم الضرب: صف (صف من المصفوف

داخل فاذا تساوت ننظر لرتبة المصفوفتین وتحدیدا للرقمین المتواجدین في ال 2×3و  3×4یقة لفھم الشرط اذا كان لدینا مصفوفتان طر
اتج عملیة رب , اما عن نفیھا الضلا یمكن  نیجوز فیھا الضرب واذا اختلفت نقول عن المصفوفتی 3الأرقام من الداخل مثل ما ھو معنا 

 2×4أي  4و الأخیر  2رقم الأول الضرب راح یكون ال

  

  

  



 -مثال:

 اذا كانت 

� =  �

1 4 −1
5 6 2
2 1 7
3 0 4

�

�×�

 ,     � =  �
2 0
3 1
−1 4

�

�×�

 

 احسب:

1) �� 

2) �� 

 -الحل:

1) �� = 

    �

(1 × 2 + 4 × 3 ± 1 × −1) (1 × 0 + 4 × 1 ± 1 × 4)
(5 × 2 + 6 × 3 + 2 × −1) (5 × 0 + 6 × 1 + 2 × 4)
(2 × 2 + 1 × 3 + 7 × −1) (2 × 0 + 1 × 1 + 7 × 4)
(3 × 2 + 0 × 3 + 4 × −1) (3 × 0 + 0 × 1 + 4 × 4)

�    =       �

2 + 12+ 1 0 + 4 − 4
10+ 18− 2 0 + 6 + 8
4 + 3 − 7 0 + 1 + 28
6 + 0 − 4 0 + 0 + 16

� 

                                                        =  �

15 0
26 14
0 29
2 16

�

�×�

 

  وي عدد صفوف الثانیةالأولى لا تساد أعمدة لا تجوز عملیة الضرب لأن عد �� (2

 ملاحظة:

 .�×�(��)فإن  �×��وكانت  �×��اذا كانت  -1

 -: 1مثال

 . ��فأوجد رتبة  �×�� ,   �×��ا كانت اذ

 -الحل:

��×� × ��×� = ���×� 

��×� × ��×� = ���×� 

  :لمثال أنونستنتج من ھذا ا

�� ≠ �� 

 -: 2مثال

�اذا كانت  = �
2 4
6 5

 ��فأوجد  �

  

  



 -الحل:

�� = � × � =  �
2 4
6 5

� × �
2 4
6 5

� 

                       =  �
(2 × 2 + 4 × 6) (2 × 4 + 4 × 5)
(6 × 2 + 5 × 6) (6 × 4 + 5 × 5)

�     

                       = �
28 28
42 49

� 

 اذا كانت  -: 3مثال

� = �
3 4 5
2 −1 0
6 4 7

�   ,    � =  �
1 1 −1
4 2 6
3 5 0

� 

� = ��        ,      � = �� 

 فأوجد ما یلي:

��� ,  ��� ,  ��� ,  ��� 

 Bوالصف من   Aعامود من= ال  Cحیث ان  --

C12 = A1 X B2 , C33= A3XB3 ,  

  Aو العامود منB= الصف الأول من Dحیث أن  --

  D21= A2 X B1 , D13= A1 X B3 

 -الحل:

��� .بالعمود الثاني من المصفوفة   Aحاصل ضرب الصف الأول من المصفوفة  = �   

⟹ ��� = 3 × 1 + 4 × 2 + 5 × 5 = 3 + 8 + 25 = 36 

��� = 6 × −1 + 4 × 6 + 7 × 0 = −6 + 24+ 0 = 18 

��� = 4 × 3 + 2 × 2 + 6 × 6 = 12+ 4 + 36 = 52  

��� =  1 × 5 + 1 × 0 + −1 × 7 =  = 5 + 0 − 7 = −2  

 

  

  

  

  

  

  

 نھایة المحاضرة الثامنة



تاسعةحاضرة الملا  

  )والمحدداتات لمصفوف(تابع ا

  

 محدد المصفوفة ھي القیمة الرقمیة للمصفوفة ویرمز لھا بأحد الرموز التالیة:

��� �      ,         ∆�         ,       |�| 

�محدد المصفوفة من الرتبة الثانیة   -1 ×   3×3 , 2×2ثل المحدد لاي مصفوفة لابد ان تكون المصفوفة مربعة م ان :�

2 من الرتبة  المصفوفة ×  تكون على الصورة  2

� =  �
� �
� �

� 

   وتكون محددتھا ھي:

 . ر)(من الیمین الى الیسا ضرب القطر الفرعيحاصل  ..ناقص ..)لیمینا الیسار الى( من طر الرئیسيحاصل ضرب الق قاعدة:

∆� = �
� �
� �

� = �� − �� 

 -مثال:

 لیة:التاأوجد قیمة المحددات 

1) �� =  �
5 2
3 4

� 

2) �� =  �
1 3
5 2

� 

3) �� =  �
2 6
3 9

� 

 -الحل:

1- �� =  �
5 2
3 4

� 

�� = 5 × 4 − 2 × 3 = 20 − 6 = 14  

2- �� =  �
1 3
5 2

� 

�� = 1 × 2 − 3 × 5 = 2 − 15 = −13 

3- �� =  �
2 6
3 9

� 

�� = 2 × 9 − 3 × 6 = 18 − 18 = 0 

�∆اذا كانت  ملاحظة: =  ular matrix).(Sing مفردة فوفةتسمى مص Aفإن   0

  

  



 محدد المصفوفة من الرتبة الثالثة: -2 

 المصفوفة من الرتبة الثالثة تكون على الصورة:

� =  �

��� ��� ���
��� ��� ���
��� ��� ���

� 

 :نستخدم واحدة من الطریقتین  �ولإیجاد محدد المصفوفة

 .طریقة الأسھم  -أ

 لصغرى.قة المحددات اطری  -ب

 وسوف یتم استخدام طریقة واحدة فقط تخفیفا علیكم وھى طریقة الأسھم  

 ):طریقة الأسھم (سایروس

منھا حاصل ضرب الاقطار المرافقة عمود الأول والثاني، ثم نجد حاصل ضرب الأقطار الرئیسیة ونطرح في ھذه الطریقة نكرر ال
 كالاتي:

� =  �

��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ���

� 

���� = (��������� + ��������� + ���������)    −     (��������� + ��������� + ���������) 

 -:1ل مثا

 حدد التالي:مة المأوجد قی

�� =  �
1 2 3
5 4 6
−1 7 3

� 

 حیث * ادخال البیانات   fx991 ES -الحل:

MODE 6:MATRIX  1:Mat A  1:3x3  *  = 

SHIFT   4[MATRIX] 7:det  SHIFT 4[MATRIX]  3: Mat  

�� =  �
1 2 3 1 2
5 4 6 5 4
−1 7 3 −1 7

� 

�� = (1 × 4 × 3 + 2 × 6 × (− 1) + 3 × 5 × 7) − (2 × 5 × 3 + 1 × 6 × 7 + 3 × 4 × (− 1)) 

= (12− 12+ 105) − (30+ 42− 12) 

= 105− 60 

= 45 

  

  

  



 -:2مثال 

 أوجد قیمة المحدد التالي:

�� =  �
3 1 2
7 8 9
6 2 4

� 

 حیث * ادخال البیانات   fx991 ES -الحل:

MODE 6:MATRIX  1:Mat A  1:3x3  *  = 

SHIFT   4[MATRIX] 7:det  SHIFT 4[MATRIX]  3: Mat  

�� =  �
3 1 2 3 1
7 8 9 7 8
6 2 4 6 2

� 

�� = (3 × 8 × 4 + 1 × 9 × 6 + 2 × 7 × 2) − (1 × 7 × 4 + 3 × 9 × 2 + 2 × 8 × 6)    

= (96+ 54+ 28) − (28+ 54+ 96) 

= 178− 178 

= 0 

⟸   A مصفوفة مفردة. 

 .صفرفإن قیمة المحدد تساوي  أصفاراذا كانت عناصر أحد الصفوف أو الأعمدة  -1

 -مثال:

 حسب قیمة المحدد التالي:أ

∆� =  �
7 8 9
0 0 0
12 15 4

� 

 -الحل:

�∆حیث أن الصف الثاني أصفار فإن  = 0  

 .صفرتساوي  ة المحددقیماذا تساوت عناصر صفین أو عمودین في المصفوفة فإن  -2

 -مثال:

 د التالي:احسب قیمة المحد

∆� = �

2 5 2 7
4 6 4 3
−1 2 −1 5
9 1 9 8

� 

 -الحل: 

�∆یة فإن الثالث متساو أن عناصر العمود الأول وحیث   = 0  

 .فإن قیمة المحدد تضرب في نفس العدد بعدد ثابتاذا ضرب أحد الصفوف أو أحد الأعمدة  -3



 -مثال:

 تساوي: یمة المحدد التالياذا كانت ق

∆� =  �
3 3 2
−1 2 4
3 2 1

�   ,       ∆� = 5 

 فأوجد قیمة المحدد التالي:

∆� =  �
3 3 2
−1 2 4
9 6 3

� 

 -الحل:

 (3).مضروب الصف الثالث فیھا بالعدد  �ھي المصفوفة  �فة حظ أن المصفونلا

∆� =  �
3 3 2
−1 2 4
9 6 3

� = 3 × �
3 3 2
−1 2 4
3 2 1

� = 3 ×  ∆� 

 ⟹ ∆� = 3∆� = (3)(5) = 15 

 .المحدد تنعكس اشارتھااذا بدلنا صف مكان صف أو عمود مكان عمود في المحدد فإن قیمة  -4

 -مثال:

 انت اذا ك

∆� =  �
5 3
4 2

�    ,   ∆� = −2 

 فأوجد قیمة المحدد 

∆� =  �
4 2
5 3

� 

 -الحل:

  �ة ھي ناتج تبدیل الصف الأول بالصف الثاني في المصفوف �المصفوفة 

⟹  ∆� =   − (− 2) =   2 

 .ر فإن قیمة المحدد تساوي صفراذا كان أحد الصفوف مضاعف لصف آخر أو أحد الأعمدة مضاعف للآخ -5

 یة سوف یستبعدھا من الاختبار تسھیلا على الطلاب ة ھذه الخاصتور في المحاضرقال الدك -مثال:

 أوجد قیمة المحدد التالي:

∆� = �
3 4 7
2 1 3
6 3 9

� 

 -:الحل

�∆لأن الصف الثالث من مضاعفات الصف الثاني فإن  = 0   

 



 ركز علیھ الدكتور مھم جدا  محدد المصفوفة القطریة = حاصل ضرب القطر -6

 -مثال:

 د التالي:وجد قیمة المحدأ

∆� =  �

2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −3 0
0 0 0 −4

�   

 -الحل:

∆� = (2)(1)(− 3)(−4) = 24 

 مھم جدا  یة = حاصل ضرب القطرقیمة محدد المصفوفة المثلث -7

 -مثال:

 أوجد قیمة المحدد التالي 

∆� = �
2 0 0
5 3 0
9 7 4

� 

 حیث * ادخال البیانات   fx991 ES -الحل:

MODE 6:MATRIX  1:Mat A  1:3x3  *  = 

SHIFT   4[MATRIX] 7:det  SHIFT 4[MATRIX]  3: Mat A 

∆� = (2)(3)(4) = 24 

 -مثال:

 محدد التالي ال أوجد قیمة

∆� = �
1 9 5
0 1 7
0 0 3

� 

 حیث * ادخال البیانات   fx991 ES -الحل:

MODE 6:MATRIX  1:Mat A  1:3x3  *  = 

SHIFT   4[MATRIX] 7:det  SHIFT 4[MATRIX]  3: Mat  

∆� = (1)(1)(3) = 3 

  

  )صفوفةوس الممعك( 

�مصفوفة من الرتبة  �ت اذا كان ×  أي: �

� =  �
� �
� �

�   



 فنجد معكوس المصفوفة بالخطوات التالیة:

 .  � ���نجد قیمة محدد المصفوفة -1

  .فھو یقصد اوجد معكوس المصفوفة A-1  جاك ھذا الشكلاذا  ھو: ���یكون معكوس المصفوفة  -2

��� =
�

��� �
 �
� −�
− � �

� 

 -:1 مثال

 یة:معكوس المصفوفة التالأوجد 

� =  �
4 3
1 2

�   

 ي بعد استخراج المحدد.الفرعلقطر ا إشاراتالرئیسي و نقوم بتغیر  القطرنقوم بضرب  -الحل:

fx991 ES   حیث * ادخال البیانات 

MODE 6:MATRIX  1:Mat A  5:2x2  *  = 

SHIFT   4[MATRIX] 7:det  SHIFT 4[MATRIX]  3: Mat A 

⟹ ��� (�) = 8 − 3 = 5 

⟹ ��� =  
1

5
 �
2 −3
−1 4

� =  �

2

5
−
3

5

−
1

5

4

5

� 

 -:2 مثال

 أوجد معكوس المصفوفة التالیة:

� =  �
2 5
−2 −3

�  

 ل البیانات حیث * ادخا  fx991 ES   -الحل:

MODE 6:MATRIX  1:Mat A  5:2x2  *  = 

SHIFT   4[MATRIX] 7:det  SHIFT 4[MATRIX]  3: Mat A = 

 

⟹ ���(�) = −6 − (− 10) = −6 + 10 = 4 

⟹ ��� =  
1

4
 �
− 3 −5
2 2

� =  �

− 3

4

−5

4
2

4

2

4

� 

  

  



 -:2مثال 

 أوجد معكوس المصفوفة التالیة:

� =  �
2 4
3 6

�   

 -الحل:

⟹ ���(�) = 12− 12 = 0 

. لا یوجد معكوس للمصفوفة ∴  �   

 :1ملاحظة 

 وفة لا یوجد لھا معكوس.فإن المصفاذا كانت قیمة محدد المصفوفة = صفر 

 :2ملاحظة 

  .معكوس المصفوفة المحایدة ھو نفس المصفوفة

�أي اذا كانت  = �
1 0
0 1

���        فإن       � = �
1 0
0 1

� 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 تاسعةنھایة المحاضرة ال



عاشرةالمحاضرة ال  

  (تابع المصفوفات والمحددات)

 كوس المصفوفة:مع أولاً: الحل بإستخدام

�
�
�� = المعاملات مصفوفة معكوس ×  الثوابت مصفوفة

 فإذا كان لدینا المعادلتین التالیتین:

��� + ��� = �� 

��� + ��� = �� 

 فإن:

�المعاملات ھي صفوفة م
�� ��
�� ��

�ومصفوفة الثوابت ھي       �
��
��
� 

�
�
�� = �

�� ��
�� ��

�
��

× �
��
��
� 

 -:1 مثال

 المصفوفة، ثم تأكد من الحل: حل النظام التالي من المعدلات باستخدام معكوس

2� + 3� = 1 

3� − � = 7 

 ادخال البیانات حیث *   fx991 ES  طریقة حل المعادلة ككل -:الحل

MODE 5:EQN  1:anX + bn Y = cn  *  = 

� = �
2 3
3 −1

 مصفوفة المعاملات  �

� =  �
1
7
 مصفوفة الثوابت �

  المعكوس فقط  إیجادھذه طریقة ..حیث * ادخال البیانات   fx991ESالحاسبة  بالألة حیث �نجد أولاً معكوس 

MODE 6 MATRIX  1MATA  5 2x2  * =  AC 

SHIFT  4[MATRIX]  2 DATA 2:Mat B 6 2x1  * =  AC 

SHIFT  4[MATRIX] 7:det  SHIFT  4[MATRIX]  3:Mat 

��� � = −2 − 9 = −11  

��� =
�

���
�
− 1 −3
−3 2

� =  �

�

��

�

��
�

��
−

�

��

�  

  

  



 :ویكون حل النموذج ھو

� = ��� �  

=
�

���
�
− 1 −3
−3 2

� �
1
7
�  =

�

���
�
− 1 − 21
−3 + 14

� =  �

���

���
��

���

� =  �
2
− 1

� 

⟹ � = 2  ,   � = −1 

 في المعادلة الأولى: �و  �للتأكد نعوض عن قیم 

2� + 3� = 1 

2(2) + 3(− 1) =  (الحل صحیح) 1

 -:2 مثال

 س المصفوفة، ثم تأكد من الحل:نظام التالي من المعدلات باستخدام معكوحل ال

2� + 2� = 8 

5� − 2� = −1 

 ادخال البیانات حیث *   fx991 ES   -:الحل

MODE 5:EQN  1:anX + bn Y = cn  *  =  

� = �
2 2
5 −2

 مصفوفة المعاملات  �

� =  �
8
−1

 مصفوفة الثوابت �

 حیث  �نجد أولاً معكوس 

��� � = −4 − 10 = −14  

��� =
1

−14
�
− 2 −2
−5 2

� 

 ویكون حل النموذج ھو:

� = ��� �  

=
�

���
�
− 2 −2
−5 2

� �
8
− 1

� =
�

���
�
− 16+ 2
−40− 2

� =  �

���

���
���

���

� =  �
1
3
� 

⟹ � = 1  ,   � = 3 

 في المعادلة الأولى: �و  �للتأكد نعوض عن قیم 

2� + 2� = 8 

2(1) + 2(3) =  (الحل صحیح) 8



 ):كرامرالمحددات (طریقة  امثانیاً: الحل بإستخد

� =
∆�
∆
                       � =

∆�

∆
 

 معادلتین التالیتین:فإذا كان لدینا ال

��� + ��� = �� 

��� + ��� = �� 

 فإن:

∆= �
�� ��
�� ��

�       ∆�= �
�� ��
�� ��

�        ∆�= �
�� ��
�� ��

� 

 دات:أوجد حل النظام التالي من المعادلات باستخدام المحد -:1مثال 

� + � = 1 

2� + 3� = 5 

 ادخال البیانات حیث *   fx991 ES  -الحل:

MODE 5:EQN  1:anX + bn Y = cn  *  =  

∆ =  �
1 1
2 3

� = 3 − 2 = 1  

∆�=  �
1 1
5 3

� = 3 − 5 = −2  

∆�=  �
1 1
2 5

� = 5 − 2 = 3  

⟹ � =
∆�
∆
= −

2

1
= −2  ,  � =

∆�

∆
=
3

1
= 3 

 تساوي صفر فإن النظام لا یوجد لھ حل. ∆مصفوفة اذا كانت محدد ال ملاحظة:

 أوجد حل النظام التالي من المعادلات باستخدام المحددات: -:2مثال 

− � + 2� = 15 

2� − 3� = −20 

 -الحل:

∆ =  �
− 1 2
2 −3

� = 3 − 4 = −1  

∆�=  �
15 2
−20 −3

� = − 45− (− 40) = −5  

∆�=  �
− 1 15
2 −20

� = 20− 30 = −10  

⟹ � =
∆�
∆
=
−5

−1
= 5  ,  � =

∆�

∆
=
−10

−1
= 10 



 -:1مثال 

ساعات عمل في قسم  3ریال ویحتاج إلى  2ویباع بسعر  ورقة) 60النوع الأول (دفتر  تنتج شركة النجاح نوعین من الدفاتر المدرسیة

ساعة عمل في قسم القص و  2ریال ویحتاج إلى  3ورقة) یباع بسعر  120ساعة عمل في قسم التجمیع، والنوع الثاني (دفتر  2 القص و

في قسم التجمیع، المطلوب  ساعة 50ساعة، و  35لمتاحة في قسم القص ھي ساعات عمل في قسم التجمیع، فإذا علمت أن الساعات ا 4

 أوجد الكمیة المثلى من الانتاج والتي تحقق أعلى ربح ممكن. باستخدام اسلوب المصفوفات

 -الحل:

 جدول تمھید الحل: -1

 المنتج / اقسام التشغیل  القص  قسم  م التجمیعقس ثمن البیع 

 )�(ورقة  60دفتر  3 2 2

 )�(ورقة  120دفتر  2 4 3

 المتاحة لكل قسم  عملساعات ال 35 50 -

 

 صیاغة المشكلة ریاضیاً: -2

� ثمن  البیع):  / دالة الھدف (الربح -أ         = 2� + 3� 

 القیود: -ب        

3� + 2� = 35 

2� + 4� = 50 

 -تابع الحل:

3� + 2� = 35 

2� + 4� = 50 

  -:الحل

� = �
3 2
2 4

�       معاملات         مصفوفة ال  � =  �
35
50
 الثوابت                   مصفوفة �

  حیث �نجد أولاً معكوس 

��� � = 12− 4 = 8 

��� =
1

8
�
4 −2
−2 3

� 

 ویكون حل النموذج ھو:

� = ��� �  



=
�

�
�
4 − 2
−2 3

� �
35
50
� =

�

�
�
140− 100
−70+ 150

� =  �

��

�
��

�

� =  �
5
10
� 

   ⟹ � = 5  ,   � = 10 

  :ربح النموذج

⟹ � = 2� + 3� = 2 × 5 + 3 × 10 = 40 ��� 

 -:2مثال 

, �)نوعین من المنتجاتتنتج شركة الفھد  لأول من علمت أن النوع ا وتستخدم نوعین من المواد الخام الخشب والحدید فإذا  (�   

حدید، ویبلغ من ال غك 4من الخشب و  2م 10 یتطلبمن الحدید والنوع الثاني من المنتجات  غك 2من الخشب و  2م 8تطلب المنتجات ی

من  2م 280المتوافرة في المخزن ھي ریال، فإذا علمت أن كمیة الخشب  150لنوع الثاني ریال وا 100ربح الوحدة من النوع الأول 

  .من الحدید غك 100الخشب و 

 أوجد الكمیة المثلى من الانتاج والتي تحقق أعلى ربح ممكن. ،المطلوب: باستخدام اسلوب المصفوفات

 -الحل:

  ل تمھید الحل:جدو -1

 اد الخامالمنتجات / المو الخشب الحدید  الربح

100 2 8 � 

150 4 10 � 

 المتاحة كمیة المواد الخام 280 100 -

 

 یاً:صیاغة المشكلة ریاض -2

� ثمن  البیع):  / دالة الھدف (الربح -أ         = 100� + 150� 

 القیود: -ب        

8� + 10� = 280 

2� + 4� = 100 

8� + 10� = 280 

2� + 4� = 100 

 -الحل:

∆ =  �
8 10
2 4

� = 32− 20 = 12  



∆�=  �
280 10
100 4

� = 1120− 1000= 120  

∆�=  �
8 280
2 100

� = 800− 560 = 240  

⟹ � =
∆�
∆
=
120

12
= 10  ,  � =

∆�

∆
=
240

12
= 20 

 النموذج:ربح 

⟹ � = 100� + 150� = 100× 10+ 150× 20 = 4000 ��� 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  نھایة المحاضرة العاشرة



شرةعلمحاضرة الحادیة ا  

  )یقاتھوتطب التفاضل(

 أو(�)��ویرمز لھ بـ  المعامل التفاضلي الأول على عملیة التفاضل في بعض الأحیان إیجاد المشتقة الأولى للدالة أویطلق 
��

��
 

 ویكون المطلوب ھو حساب مقدار التغیر �ر متغیر مستقل وھو والآخ �أحدھما متغیر تابع وھو  علاقة بین متغیرینودائما تكون لدینا 
 المتغیر التابع إذا تغیر المتغیر المستقل بمقدار وحدة واحدة.في 

(�)�        أو معادلةدالة  المعطى: = 5� + 9 

(�)��      المشتقة الأولى للدالة  المطلوب: =
��

��
= ? ? ? 

 :تفاضل المقدار الثابت -أ 

 على شكل: فمثلا إذا كانت الدالة دائما صفرتساوي  لثابتةتفاضل القیمة ا

�           ثابت cحیث  = � 

لن یؤثر على المتغیر   �وعلى ذلك فإن تغیر المتغیر التابع  �ما تغیر المتغیر المستقل أخذ قیمة ثابتة دائما مھی �  فإن المتغیر التابع 

 ومن ثم یمكن صیاغة ھذه النتیجة ریاضیا كما یلي:    �المستقل 

��

��
= 0 

 :)��(مرفوع إلى أس ال �المتغیر تفاضل  -ب 

(�)�إذا كان  =  عدد طبیعى nحیث  ��

(�)��فإن  = ����� 

1)  �(�) = �� ⇒ �'(�) = 5���� = 5��  
2)  �(�) = 15�� ⇒ �'(�) = 15× (4)���� = 60��  
3)  �(�) = 10� ⇒ �'(�) = 10× (1)���� = 10�� = 10× (1) = 10 

 الدوال كثیرات الحدود:تفاضل  - ج

�)  اقترانیین قابلین للاشتقاق فإن f(x) h(x)إذا كان  ± ℎ)�(�) = �′(�) ± ℎ′(�) 

  مثال:

1)  �(�) = 5�� + 6�� + 8�� + 3� 

     ⇒ �'(�) = 20�� + 18�� + 16� + 3 
2)  �(�) = 20�� + 10�� − 5�� + 15� + 30 

     ⇒ �'(�) = 100�� + 30�� − 10� + 15  
 مشتقة حاصل ضرب دالتین: -د 

 ین للاشتقاق فإن:اقترانین قابل f(x) ،h(x)كان  ذاإ

  . الثانیةمشتقة الدالة ×الأولى الدالة + الدالة الثانیة  ×الة الأولى الداقترانین = مشتقة مشتقة حاصل ضرب 

 (�. ℎ)ʹ(�) = �'(�). ℎ(�) + �(�). ℎʹ(�) 

  



 ثال:م

1)  �(�) = (3� + 1)(�� − 7�) 

     ⇒ � ʹ(�) = (3� + 1)(2� − 7) + (�2 − 7�)(3) 
2)  �(�) = (10�� − 12)(5�� + 2�) 

     ⇒ � ʹ(�) = (10�� − 12)(10� + 2) + (5�� + 2�)(30��) 

 تین:مشتقة حاصل قسمة دال - ـھ

  اقترانین قابلین للاشتقاق فإن: f(x) ،h(x)إذا كان 

 (
�

ℎ
)ʹ(�) =

�'(�). ℎ(�) − �(�). ℎʹ(�)

(ℎ(�))�
 

المقام تفاضل × البسط − المقام × تفاضل البسط

�(المقام)
=  دالتین قسمة حاصل مشتقة

 مثال:

1)  �(�) =
4� + 2

3�
 

     ⇒ � ʹ(�) =
(3�)(4) − (4� + 2)(3)

(3�)�
=
12� − 12� − 6

9��
= −

6

9��
= −

2

3��
 

2)�(�) =
�� − 3�

2��
 

⇒ � ʹ(�) =
2��(2� − 3) − (�� − 3�)4�

(2��)�
 

(�)�   إذا كان – و =  : طبیعىعدد  nحیث    ���

  فإن:

�ؤ ʹ(�) = − ������ 

 ثال:م

1)  �(�) = ��� 

     ⇒ � ʹ(�) = − 2��� 
2)  �(�) = 5��� 

     ⇒ � ʹ(�) = 5 × −1��� = −5��� 

 :قاعدة تفاضل القوس المرفوع لأس – ح

 تفاضل ما بداخل القوس× وس= تفاضل القوس نفسةتفاضل أي ق

�إذا كانت                مثال: = (3�� − 6�)� 

فإن:             
��

��
= 4 (3�� − 6�)

�
(6� − 6) 

�كانت               إذا  مثال: = (5�� + 8)�� 

:             فإن
��

��
= − 3 (5�� + 8)

��
(20��) 



 المشتقات العلیا للدالة:

 مثال:

�  (1ؤ = ʹ �(�) = 15�� + 12�� + 20�� − 5� + 12 

     •    
��

��
= � ʹ(�) = 60�� + 36�� + 40� − الأولىالمشتقة   5  

     •    
���

���
= � ʹʹ� المشتقة الثانیة     

     •    
���

���
= � ʹʹ

ʹ

 المشتقة الثالثة 

  :للتفاضل الإداریةتصادیة و الاقالتطبیقات 

 المرونة   – 1

 الاستھلاك والادخار   – 2

 النھایات العظمى والصغرى – 3

 الربح الحدي – 4

 : تعریف مرونة الطلب السعریة -أ

   أو خدمة للتغیرات في السعر. دى استجابة التغیرات في الكمیة المطلوبة من سلعةعلى أنھا م رونة الطلب السعریةتعرف م

 :تعریف مرونة الطلب الدخلیة -ب

  خدمة للتغیرات في الدخل.  على أنھا مدى استجابة التغیرات في الكمیة المطلوبة من سلعة أو الدخلیةتعرف مرونة الطلب  

 : رونة الطلبس ماقی -ج 

  :تساويخدام التفاضل مرونة الطلب باست

السعر

 الكمیة المطلوبة
× المشتقة الاولى لدالة الطلب =   م

 ملاحظة:

  المشتقة الأولى لدالة الطلب = معدل تغیر الكمیة المطلوبة بالنسبة للسعر

 : )(م حالات المرونة السعریة -د

 رونة).(طلب عدیم المالقیمة المطلقة للمرونة = صفر  -

 .)طلب قلیل المرونة أو غیر مرن(واحد  <القیمة المطلقة للمرونة  -

 مرونة).طلقة للمرونة = واحد (طلب متكافئ الیمة المالق -

 .واحد (طلب مرن) >القیمة المطلقة للمرونة  -

 القیمة المطلقة للمرونة = ما لا نھایة (طلب لا نھائي المرونة). -

 في حالة المرونة بةتھمل الإشارة السال: ملاحظة

  



 -:1مثال 

�)إذا كانت دالة الطلب على سلعة ما ھي = 80− 6�)  

 ریال. 10وحدة عند سعر یساوي  100كانت الكمیة المطلوبة أوجد معامل المرونة إذا               

 -الحل:

  أولا نوجد المشتقة الأولى لدالة الطلب:  -

�ʹ = −6 

ثانیا التعویض في القانون:    -
عرالس

 الكمیة المطلوبة
× المشتقة الاولى لدالة الطلب =   م

−0.6 =
10

100
× (− 6) =  م

 

قلیل امل المرونة أقل من الواحد الصحیح إذا الطلب في ھذه الحالة ائج بقطع النظر عن الإشارة) لمعیث أن القیمة المطلقة (أي النتح
 .  المرونة أو غیر مرن

 

 -:2مثال 

  ما ھيإذا كانت دالة الطلب على سلعة 

(� = 15� − 20) 

 ریال. 100وحدة عند سعر یساوي  1000طلوبة أوجد معامل المرونة إذا كانت الكمیة الم                 

 -الحل:

  لى لدالة الطلب: ولا نوجد المشتقة الأوأ -

(�ʹ = 15) 

 ثانیا التعویض في القانون: -

السعر

 الكمیة المطلوبة
× المشتقة الاولى لدالة الطلب =  م

1.5 =
100

1000
× (15) =  م

  

  .  مرنة أكبر من الواحد الصحیح إذا الطلب في ھذه الحالة شارة) لمعامل المرونحیث أن القیمة المطلقة (أي النتائج بقطع النظر عن الإ

  

  :ردخاالاالاستھلاك و

   .لواحد ریال یث الاستھلاك دالة في الدخلح Kولى لدالة الاستھلاك المیل الحدي للاستھلاك = المشتقة الأ -1



 ).أي كسر موجب( یحأقل من الواحد الصحقیمة المیل الحدي للاستھلاك تكون موجبة لكن 

 لواحد ریال حیث الادخار دالة في الدخل Sالمیل الحدي للادخار = المشتقة الأولى لدالة الادخار  -2

 یح (أي كسر موجب).للادخار تكون موجبة لكن أقل من الواحد الصح ھلاك أوللاست قیمة المیل الحدي

 1المیل الحدي للاستھلاك + المیل الحدي للادخار = 

 -:1مثال 

  إذا كانت دالة الاستھلاك ھي: 

(� = 15+ 0.6� − 0.02��) 

 حدي للادخار.المطلوب أوجد كل من المیل الحدي للاستھلاك والمیل ال ،                              

 -الحل:

  المشتقة الأولى للاستھلاك: يھالحدي لاستھلاك ا دالة -

� ʹ = 0.6 − 0.04� 

  :   خل یساوي واحد ریال ھوالمیل الحدي للاستھلاك عند د -

⇒ � ʹ(1) = 0.6 − 0.04× 1 = 0.56 

 دخل یساوي واحد ریال ھو:   المیل الحدي للادخار عند  -

  0.44=  0.56− 1دي للاستھلاك = الح المیل−  1                         

  

 -:2مثال 

  إذا كانت دالة الاستھلاك ھي: 

(� = 18+ 0.8� − 0.15��) 

 جد كل من المیل الحدي للاستھلاك والمیل الحدي للادخار.المطلوب أو ،                              

 -الحل:

  المشتقة الأولى للاستھلاك: يھالحدي لاستھلاك ا دالة -

� ʹ = 0.8 − 0.3� 

  :   ي واحد ریال ھوخل یساوالمیل الحدي للاستھلاك عند د -

⇒ � ʹ(1) = 0.8 − 0.3 × 1 = 0.5 

 ند دخل یساوي واحد ریال ھو:   المیل الحدي للادخار ع -

 0.5=  0.5− 1المیل الحدي للاستھلاك = −  1                         

  

 عشرة یة المحاضرة الحادینھا



 المحاضرة الثانیة عشر

  ظمى والصغرىعلیات االنھا  ل والتكامل)(تابع التفاض

 القیم القصوى بطریقة المشتقة الثانیة:

  للاقترانضاً النھایات العظمى والصغرى یطلق على القیم القصوى ای

 خطوات إیجاد النھایات العظمى والصغرى:

 .xثم نساویھا بالصفر لحساب قیم  للإقترانیتم إیجاد المشتقة الأولى  -1

 السابق حسابھا في الخطوة السابقة. xض فیھا بقیم تعویثم ال المشتقة الثانیةیتم إیجاد  -2

 صغرى). –النھایة (عظمى نوع  تحدید -3

 .عظمىفھذا یدل على وجود نھایة  سالبةإذا كانت إشارة المشتقة الثانیة ← 

 .صغرىفھذا یدل على وجود نھایة  موجبةا كانت إشارة المشتقة الثانیة إذ← 

 -:1مثال 

(�)�              تأخذ الشكلكلي إذا كانت دالة الربح ال = �� −
�

�
�� − 6� + 12 

  ؟ه الدالة تمثل نھایة كبرى أو صغرىحدد إذا ما كانت ھذ

 -الحل:

(�)��      ) 3بالقسمة على ( للدالة:المشتقة الأولى  - = 3�� − 3� − 6            

��(�) = �� − � − 2 = 0 ⇒ (� + 1)(� − 2) = 0 ⇒ � = −1, � = 2 

(�)��  قة الثانیة للدالة:المشت - = 6� − 3           

−)��  بة وبالتالي فھي تحقق نھایة عظمى.المشتقة الثانیة للدالة سال ← 1) = −6 − 3 = −9         

(2)��  .صغرىوبالتالي فھي تحقق نھایة موجبة المشتقة الثانیة للدالة  ← = 12− 3 = 9           

 -:2مثال 

 كلي تأخذ الشكلإذا كانت دالة الربح ال

�(�) = 500− 0.2� + 0.1�� 

 صغرى؟ھایة كبرى أو ما كانت ھذه الدالة تمثل نحدد إذا 

 -الحل:

(�)�� المشتقة الأولى للدالة = − 0.2 + 0.2� = 0 ⇒ � = 1                       

(�)��المشتقة الثانیة للدالة: = 0.2                                                                  

 الي فھي تحقق نھایة صغرى.وبالتبدون تعویض نجد أن المشتقة الثانیة للدالة موجبة  ←

  مستخدمة في التطبیقات:في البدایة نتعرف على بعض المصطلحات ال

  ة تكلفة الكلیتكلفة الحدیة نعمل تفاضل للاستخراج ال



 TCالتكلفة الكلیة  . 1

 Qالكمیة المباعة ×  P= سعر البیع  TRالایراد الكلى  . 2

 TCالتكلفة الكلیة  – TR= الایراد الكلى  TPالربح الكلى  . 3

 TC= المشتقة الأولى للتكلفة الكلیة  MCالتكلفة الحدیة  . 4

 TRلایراد الكلى = المشتقة الأولى ل MRالایراد الحدى  . 5

  TP= المشتقة الأولى للربح الكلى  MPالربح الحدى  . 6

 

 -:1مثال 

 یراد الكلي لإحدى الشركات تعتمد على العلاقة التالیة: إذا علمت أن دالة الإ

�� = 12�� + 20�� − 10� + 30 

  وحدات؟ 10أوجد الإیراد الحدي عند إنتاج وبیع 

 x= 1010x+10)-2+20x3(12x 3990=عن طرق الالة   -الحل:
�

��
 ∫

�

�
 T HIFS 

 :یراد الكليالإیراد الحدي = المشتقة الأولى لدالة الإدالة  -

�� = 36�� + 40� − 10 

� وحدات إذا 10 حیث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة ھو ← =  :یساوىي فإن الایراد الحد .10

�� = 36�� + 40� − 10 = 3600+ 400− 10 = 3990 

 -:2مثال 

 الیة: إذا كانت الدالة المعبرة عن سعر بیع الوحدة الواحدة في إحدى الشركات تعتمد على العلاقة الت

� = 4�� + 6� + 5 

 تشیر إلى عدد الوحدات المباعة. �حیث أن 

 المطلوب:

 وحدة؟ 15الحدي عند بیع وإنتاج  یرادجاد الإإی

  بق شرحھا في المثال الساعن طریق الالة الحاسبة سبق  - الحل:

 P  سعر بیع الوحدة Q X  = عدد الوحدات المباعة  TRالإیراد الكليدالة  -

�� = � × � = �(4�� + 6� + 5) = 4�� + 6�� + 5� 

 :لدالة الإیراد الكليالحدي = المشتقة الأولى  الإیراددالة  -

�� = 12�� + 12� + 5 

� إذاوحدة  15حیث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة ھو  ← = 15. 

=���� ریال �+ ��× �� + ��� × �� = الإیراد الحدي  



 -:3مثال 

 لة التكالیف الكلیة تأخذ شكل: إذا علمت أن دا

�� = 10�� − 12� + 15 

 ؟ وحدات 10د إنتاج وبیع أوجد التكالیف الحدیة عن

 بقشرحھا في المثال الساعن طریق الالة الحاسبة سبق  -الحل:

 :التكالیف الحدیة = المشتقة الأولى لدالة التكالیف الكلیةدالة  -

�� = 20� − 12 

� وحدات إذا 10تجة والمباعة ھو حیث أن عدد الوحدات المن ← = 10. 

 ریال  188=12-20×10التكالیف الحدیة=

  -:4 مثال

 إذا علمت أن دالة الإیراد الكلي لإحدى الشركات ھي: 

�� = 2�� − 6�� + 10� − 15 

 ودالة التكالیف الكلیة تأخذ الشكل

�� = 15�� + 9� − 17 

 :المطلوب

 . ربح الحديدالة الربح الكلي ثم الاوجد 

 -الحل:

 التكلفة الكلیة− الربح الكلي = الإیراد الكلي  -

�� = �� − ��    = (2�� − 6�� + 10� − 15) − (15�� + 9� − 17)    = 2�� − 21�� + � + 2 

 :الربح الحدي = المشتقة الأولى لدالة الربح الكليدالة  -

�� = 6�� − 42� + 1 

 -:7مثال 

 یراد الكلي لإحدى الشركات ھي: إذا علمت أن دالة الإ

�� = 12�� + 5�� − 2� + 100 

 ة تأخذ الشكلودالة التكالیف الكلی

�� = 10�� + 3� + 20 

 :المطلوب

 وحدة.  25اوجد حجم الأرباح الحدیة عند إنتاج وبیع 

  



 -الحل:

 التكلفة الكلیة− الربح الكلي = الإیراد الكلي  -

�� = �� − ��    = (12�� + 5�� − 2� + 100) − (10�� + 3� + 20)    = 12�� − 5�� − 5� + 80 

 := المشتقة الأولى لدالة الربح الكليالربح الحدي دالة  -

�� = 36�� − 10� − 5 

� وحدة إذا 25حیث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة ھو  ← = 25. 

�� = 36�� − 10� − 5 = 36× 25� − 10× 25− 5 = 22245  S.R. 

 -:8مثال 

 الكلیة وتأخذ ھذه الدوال الشكل التالي:تعتمد إحدى الشركات على مجموعة من الدوال لتحدید كل من التكالیف الكلیة والإرادات 

�� = 30�� + 12�� − 6� + 15�� = 13�� − 5�� + 3� − 20 

 :المطلوب

 وحدات. 10ند إنتاج وبیع حجم الإیراد الحدي ع -1

 وحدة. 12د إنتاج وبیع حجم التكالیف الحدیة عن -2

 دالة الربح الكلي. -3

 حدات.و 5حجم الربح الحدي عند إنتاج وبیع  -4

 -الحل:

 وحدات:  10ي عند إنتاج وبیع حجم الإیراد الحد -1

�� = 30�� + 12�� − 6� + 15 ⇒ �� = 120�� + 24� − 6 

� وحدات إذا 10حیث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة ھو ←  = 10. 

�� = 120× 10� + 24× 10− 6 = 120234 S.R. 

 -الحل:تابع 

 وحدة:  12یع حجم التكالیف الحدیة عند إنتاج وب -2

�� = 13�� − 5�� + 3� − 20 ⇒ �� = 39�� − 10� + 3 

� وحدات إذا 12المباعة ھو حیث أن عدد الوحدات المنتجة و ← = 12. 

�� = 39× 12� − 10× 12+ 3 = 5499 S.R. 

 -الحل:تابع 

 الربح الكلي:  دالة -3

�� = 30�� + 12�� − 6� + 15�� = 13�� − 5�� + 3� − 20 ⇒ ��

= �� − ��         = (30�� + 12�� − 6� + 15) − (13�� − 5�� + 3�

− 20)        TP = 30�� − 13�� + 17�� − 9� + 35 



 -الحل:تابع 

  :وحدات  5حجم الربح الحدي عند إنتاج وبیع  -4

�� = 30�� − 13�� + 17�� − 9� + 35 ⇒ �� = 120�� − 39�� + 34� − 9 

� وحدات إذا 5الوحدات المنتجة والمباعة ھو  حیث أن عدد   ← = 5.  

�� = 120× 5� − 39× 5� + 7 × 5 − 9 = 13981 S.R. 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 نھایة المحاضرة الثانیة عشر



  والأخیرة –المحاضرة الثالثة عشر 

  )ھالتكامل وتطبیقات(

 (�)�وعلى ذلك فإذا كانت دالة على الشكل∫  تكامل بالرمز . ویرمز لل� تبر التكامل عملیة عكسیة للتفاضل حیث یتم إیجاد قیمةیع

 ونرغب في إجراء عملیة التكامل على ھذه الدالة فسوف نكتب:

��(�). �� 

 .� بالنسبة للمتغیر (�)�أي تكامل الدالة 

 :للمقدار الثابت الغیر محدود تكاملال –أ 

 .تكامل أیاً كان لأىافتھ مقدار ثابت یتم اض cیث ، حcالى المقدار الثابت ثم زائداً  xة ةإضافیتم 

��. �� = �� + � 

�5. �� = 5� + � 

�1. �� = � + � 

 :المرفوعة إلى أس� تكامل  - ب

 نقسم على الأس الجدید.ثم یتم إضافة العدد واحد إلى الأس 

��� . �� =
1

� + 1
���� + � 

 -:1مثال 

  ��� . �� =
1

4
�� + �2)   

���. �� =
1

6
�� + � 3)   

�6. �� = 6� + � 4)  

 �3��. �� =
3

5
�� + � 

 -:2مثال 

 أوجد:

 �(�� + 4�� − 2�� + 3� + 8) . �� 

  

 



 -الحل:

 f(�) =
1

6
�� +

4

4
�� −

2

3
�� +

3

2
�� + 8� + �    

  =
1

6
�� + �� −

2

3
�� +

3

2
�� + 8� + � 

 أوجد: -:3مثال 

 �(4�� − 30�� + 20� + 3) . �� 

 -:الحل

 �(�) =
4

4
�� −

30

3
�� +

20

2
�� + 3� + �     

 = �� − 10�� + 10�� + 3� + � 

 : Cإیجاد قیمة - جـ

 إذا أعطیت الدالة التالیة: -:1مثال 

�(9�� − 10� + 15). �� 

 (4,1).   إذا علمت أن المنحنى یمر بالنقطة� أوجد قیمة 

 -الحل:

� =
9

3
�� −

10

2
�� + 15� + �    

= 3�� − 5�� + 15� + � 

 y=1وقیمة  x=4 حیث أن قیمة

1 = 3(4)� − 5(4)� + 15(4) + � 

1 = 3 × 64− 5 × 16+ 60+ � 

1 = 172+ � 

⇒ � = −171 

 -:2مثال 

 إذا أعطیت الدالة التالیة:

�(
1

2
�� −

1

4
�� − 7) . �� 

 .(2,3) إذا علمت أن المنحنى یمر بالنقطة  �أوجد قیمة

  



 -الحل:

� =
1

2 × 4
�� −

1

4 × 3
�� − 7� + �    

=
1

8
�� −

1

12
�� − 7� + � 

 y=3وقیمة  x=2حیث أن قیمة

3 =
1

8
(2)� −

1

12
(2)� − 7(2) + � 

3 =
1

8
× 16−

1

12
× 8 − 14+ � 

3 = −
38

3
+ � 

⇒ � =
47

3
 

 

 بعض رموز وقواعد تطبیقات التكامل:

 . MR = تكامل دالة الإیراد الحدي  TR الإیراد الكلي . 1

 . MC = تكامل دالة التكلفة الحدیة  TC التكلفة الكلیة . 2

 . MP تكامل دالة الربح الحدي =  TP الربح الكلي . 3

 . TC الكلیةالتكلفة −   TR = الإیراد الكلي  TP الربح الكلي . 4

 

 :1مثال 

 علمت أن دالة الإیراد الحدي تأخذ شكل: إذا 

�� = 3�� + 6� − 10 

 وحدات ؟  5أوجد حجم الإیراد الكلي عند إنتاج وبیع 

 -الحل:

 إیجاد دالة الإیراد الكلي عن طریق إجراء عملیة التكامل على دالة الإیراد الحدي: -

�� = �(3�� + 6� − 10)�� =
3

3
�� +

6

2
�� − 10�                                      = �� + 3�� − 10� 

�(وحدات  5حجم الإیراد الكلي عند إنتاج وبیع ←  =  في دالة الإیراد الكلي كما یلي: xیتحدد عن طریق التعویض عن قیمة  )5

��(5) = (5)� + 3 × (5)� − 10× 5 = 150  SR 

  



 :2مثال 

 التكالیف الحدیة تأخذ شكل: إذا علمت أن دالة 

�� = 12�� − 60�� + 8� − 40 

 وحدات ؟  10أوجد حجم التكالیف الكلیة عند إنتاج وبیع 

 -الحل:

 :إیجاد دالة التكالیف الكلیة عن طریق إجراء عملیة التكامل على دالة التكالیف الحدیة -

�� = �(12�� − 60�� + 8� − 40)�� 

=
12

4
�� −

60

3
�� +

8

2
�� − 40�   

= 3�� − 20�� + 4�� − 40� 

�(وحدات  10حجم التكالیف الكلیة عند إنتاج وبیع ←  =  في دالة التكالیف الكلیة كما یلي: xیتحدد عن طریق التعویض عن قیمة  )10

��(10) = 3 × (10)� − 20× (10)� + 4 × (10)� − 40× 10 = 10000  SR 

 :3مثال 

 ن دالة الإیراد الحدي تأخذ شكل: إذا علمت أ

�� = 8�� + 24�� − 12� + 20 

 تأخذ شكل:  ةالحدیالتكالیف ودالة 

MC = 36�� + 40� − 10 

 المطلوب:

 وحدة. 20حجم الإیراد الكلي عند إنتاج وبیع  -1

 وحدة. 25ف الكلیة عند إنتاج وبیع حجم التكالی -2

 دالة الربح الحدي. -3

 لي بطریقتین مختلفتین.دالة الربح الك -4

 وحدات. 10حجم الربح الكلي عند إنتاج وبیع  -5

 

 -الحل:

 حیث أن دالة الإیراد الحدي ھي:   وحدة 20حجم الإیراد الكلي عند إنتاج وبیع  -1

�� = 8�� + 24�� − 12� + 20 

 لإیراد الحدي كما یلي:یمكن الوصول إلى دالة الإیراد الكلي عن طریق إجراء عملیة التكامل على دالة ا - 



�� = �(8�� + 24�� − 12� + 20)��     

=
8

4
�� +

24

3
�� −

12

2
�� + 20�     

= 2�� + 8�� − 6�� + 20� 

�(وحدة  20عند إنتاج وبیع  حجم الإیراد الكلي←  =  :یليفي دالة الإیراد الكلي كما    � یتحدد عن طریق التعویض عن قیمة )20

�� = 2 × (20)� + 8 × (20)� − 6 × (20)� + 20× (20) = 382000 SR 

 -الحل:تابع 

 حیث أن دالة التكالیف الحدیة ھي:   وحدة 25حجم التكالیف الكلیة عند إنتاج وبیع  -2

�� = 36�� + 40� − 10 

 الیف الحدیة كما یلي:یمكن الوصول إلى دالة التكالیف الكلیة عن طریق إجراء عملیة التكامل على دالة التك - 

�� = �(36�� + 40� − 10)��    =
36

3
�� +

40

2
�� − 10�    = 12�� + 20�� − 10� 

�( وحدة 25حجم التكالیف الكلیة عند إنتاج وبیع ←  =  :في دالة التكالیف الكلیة كما یلي  � یتحدد عن طریق التعویض عن قیمة) 25

�� = 12 × (25)� + 20× (25)� − 10× (25) = 199750 SR 

 -الحل:تابع 

 دالة الربح الحدي: -3

 التكالیف الحدیة  –= الإیراد الحدي   الربح الحدي

�� = �� − ��   = (8�� + 24�� − 12� + 20) − (36�� + 40� − 10) = 8�� − 12�� − 52� + 30 

 -الحل:تابع 

 بح الحدي= تكامل دالة الر الربح الكلي الطریقة الأولى: -4

�� = 8�� − 12�� − 52� + 30 ⇒ ��  

= �(8�� − 12�� − 52� + 30)��      

     =
8

4
�� −

12

3
�� −

52

2
�� + 30�       

= 2�� − 4�� − 26�� + 30� 

 التكالیف الكلیة –= الإیراد الكلي  الربح الكلي الطریقة الثانیة: -

�� = �� − �� = (2�� + 8�� − 6�� + 20�) − (12�� + 20�� − 10�) = 2�� − 4�� − 26�� + 30� 

 الحل:تابع 

 وحدات: 10حجم الربح الكلي عند إنتاج وبیع  -5



 دالة الربح الكلي ھي:   -  

�� = 2�� − 4�� − 26�� + 30� 

�( وللوصول إلى حجم الربح الكلي یتم التعویض عن قیمة←   =  في المعادلة السابقة كما یلي:) 10

�� = 2 × (10)� − 4 × (10)� − 26× (10)� + 30× (10) = 20000− 4000− 2600+ 300 = 13700 SR 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

  انتھت المحاضرة الثالثة عشر

  ضرة الرابعة عشر مراجعةحاالم

  28-03-2019مساء یوم الخمیس  2:00تم انتھاء من ھذا العمل في 

  یق والنجاح یع بتوفنیاتي للجمتم

  من خالص دعائكم ا العمل لا ینسانا ب من كل من استفاد من ھذلاط


