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وتطبيقاته( الاشتقاق)التفاضل : رابعالفصل ال

رائد الخصاونة. دد  الرياضيات للإدارة                                                                      عمادة التعليم الإلكتروني والتعلم عن بع

تطبيقات اقتصادية على التفاضل

 دالة التكلفة الحديةMarginal Cost

.وهي التكاليف التي لا تتغير بتغير كميات الانتاج:          Fixed Costالتكاليف الثابتة 

.وهي التكاليف التي تتغير بتغير كميات الانتاج:     Variable Costالتكاليف المتغيرة 

.معاوهي مجموع التكاليف الثابتة والتكاليف المتغيرة للإنتاج:              Total Costالتكاليف الكلية 

وهي أي تكاليف اضافية مطلوبة من اجل انتاج وحدة واحدة :    Marginal Costالتكاليف الحدية 
ة حيث يمكن الحصول على دالة الإيراد الحدي من خلال تفاضل دالة التكلفإضافية من سلعة ما 

.  الكلية
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 دالة الايراد الحديMarginal Revenue:

وهو العائد من بيع عدد من وحدات منتج معين :    Total Revenueدالة الإيراد الكلي 

سعر البيع للوحدة الواحدة×عدد الوحدات المباعة = دالة الايراد  الكلي

 Marginal Revenueالإيراد الحدي 

ن خلال حيث يمكن الحصول على دالة الإيراد الحدي م, وهي العائد الناتج من بيع وحدة انتاج اضافية
.تفاضل دالة الإيراد الكلي
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 دالة الربح الحديMarginal Revenue:

Total Profitدالة الربح الكلي 

التكاليف الكلية-الإيراد الكلي = الربح الكلي

 Marginal Profitالربح الحدي 

.يمكن الحصول على دالة الربح الحدي من خلال تفاضل دالة الربح الكلي
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إذا كانت دالة التكلفة الكلية لسلعة ما ولتكن : مثال𝒙هي:
𝑪(𝒙) = 𝟓𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟖

أوجد دالة التكاليف الحدية ثم أوجد قيمة التكلفة الحدية عند انتاج الوحدة الخامسة؟

:  الحل

مشتقة الأولى لدالة التكلفة الكلية = دالة التكلفة الحدية 

𝑪′(𝒙) = 𝟏𝟎𝒙 + 𝟐

𝒙)وعند انتاج الوحدة الخامسة  = فإن التكلفة الحدية تساوي (𝟓

𝑪′ 𝟓 = 𝟏𝟎 × 𝟓 + 𝟐 = 𝟓𝟐 ريال
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إذا كانت دالة التكلفة الكلية لسلعة ما ولتكن : مثال𝒙هي:

𝑪 𝒙 = 𝒙𝟓 +
𝟏

𝟒
𝒙𝟒 − 𝟑𝒙𝟑 + 𝟐𝟎𝟎

الوحدة العاشرة؟أوجد دالة التكاليف الحدية ثم أوجد قيمة التكلفة الحدية عند انتاج 

:  الحل

المشتقة الأولى لدالة التكلفة الكلية = دالة التكلفة الحدية 

𝑪′ 𝒙 = 𝟓𝒙𝟒 + 𝒙𝟑 − 𝟗𝒙𝟐

𝒙)وعند انتاج الوحدة العاشرة  = فإن التكلفة الحدية تساوي (𝟏𝟎

𝑪′ 𝟏𝟎 = 𝟓 × 𝟏𝟎𝟒 + 𝟏𝟎𝟑 − 𝟗 × 𝟏𝟎𝟐 = 𝟓𝟎, 𝟏𝟎𝟎 ريال
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إذا كانت دالة الإيراد الكلي لسلعة ما ولتكن : مثال𝒙تعطى بالعلاقة التالية:
𝑹 𝒙 = 𝟓𝟎𝟎𝒙 − 𝟎. 𝟎𝟓𝒙𝟐

؟(100𝒙=)وحدة 100أوجد دالة الإيراد الحدي وقيمة الإيراد الحدي عند بيع 

:  الحل

المشتقة الأولى لدالة الإيراد الكلية = دالة الإيراد الحدي 

𝑹′ 𝒙 = 𝟓𝟎𝟎 − 𝟎. 𝟏𝟎𝒙

𝒙)وعند بيع مئة وحدة  = فإن الإيراد الحدي يساوي (𝟏𝟎𝟎

𝑹′ 𝟏𝟎𝟎 = 𝟓𝟎𝟎 − 𝟎. 𝟏𝟎 𝟏𝟎𝟎 = 𝟓𝟎𝟎 − 𝟏𝟎 = 𝟒𝟗𝟎 ريال
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إذا كانت دالة الإيراد الكلي لسلعة ما  ولتكن : مثال𝒙تعطى بالعلاقة التالية:
𝑹 𝒙 = 𝟓 + 𝟏𝟎𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙𝟑

𝒙) وحدة 20أوجد دالة الإيراد الحدي وقيمة الإيراد الحدي عند بيع  = ؟(𝟐𝟎

:  الحل

المشتقة الأولى لدالة الإيراد الكلية = دالة الإيراد الحدي 

𝑹′ 𝒙 = 𝟏𝟎 − 𝟒𝒙 + 𝟗𝒙𝟐

𝒙)وعند  = فإن الإيراد الحدي يساوي (𝟐𝟎

𝑹′ 𝟐𝟎 = 𝟏𝟎 − 𝟒 𝟐𝟎 + 𝟗(𝟐𝟎)𝟐 = 𝟏𝟎 − 𝟖𝟎 + 𝟑𝟔𝟎𝟎 = 𝟑, 𝟓𝟑𝟎 ريال
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إذا كانت دالة الربح الكلي لسلعة ما ولتكن : مثال𝒙تعطى بالعلاقة التالية:
𝑷 𝒙 = 𝟑𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟐 − 𝟏𝟓𝟎

؟𝒙وحدة من السلعة 35أوجد دالة الربح الحدي وقيمة الربح الحدي عند بيع 

:  الحل

المشتقة الأولى لدالة الربح الكلي= دالة الربح الحدي 

𝑷′ 𝒙 = 𝟗𝒙𝟐 − 𝟒𝒙

𝒙)وحدة 35وعند بيع  = الحدي يساوي ربحفإن ال(𝟑𝟓

𝑷′ 𝟑𝟓 = 𝟗(𝟑𝟓)𝟐 − 𝟒 𝟑𝟓 = 𝟏𝟏, 𝟎𝟐𝟓 − 𝟏𝟒𝟎 = 𝟏𝟎, 𝟖𝟖𝟓 ريال
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إذا كانت دالة الربح الكلي لسلعة ما ولتكن : مثال𝒙تعطى بالعلاقة التالية:
𝑷 𝒙 = 𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟐𝟎𝟎𝒙 − 𝟓𝟎

؟𝒙وحدة من السلعة  70أوجد دالة الربح الحدي وقيمة الربح الحدي عند بيع 

:  الحل

المشتقة الأولى لدالة الربح الكلي= دالة الربح الحدي 

𝑷′ 𝒙 = 𝟐𝟎𝒙 − 𝟐𝟎𝟎

𝒙)وحدة 70وعند بيع  = الحدي يساوي لربحفإن ا(𝟕𝟎

𝑷′ 𝟕𝟎 = 𝟐𝟎(𝟕𝟎) − 𝟐𝟎𝟎 = 𝟏𝟒𝟎𝟎 − 𝟐𝟎𝟎 = 𝟏𝟐𝟎𝟎 ريال
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إذا كانت دالة الإيراد الكلي لسلعة ما ولتكن : مثال𝒙تعطى بالعلاقة التالية:
𝑹 𝒙 = 𝟓𝒙𝟐 − 𝟐𝟎𝟎𝒙 − 𝟓𝟎

:وكانت دالة التكاليف الكلية لنفس السلعة تعطى بالعلاقة التالية

𝑪 𝒙 = 𝒙𝟐 − 𝟑𝟎𝒙 + 𝟐𝟎𝟎

؟𝒙وحدة من السلعة  125أوجد دالة الربح الحدي وقيمة الربح الحدي عند بيع

:  الحل

نجد أولا دالة الربح الكلي: أولا

التكاليف الكلية-الإيراد الكلي = دالة الربح الكلي 

𝑷 𝒙 = 𝑹 𝒙 − 𝑪 𝒙 = (𝟓𝒙𝟐−𝟐𝟎𝟎𝒙 − 𝟓𝟎) − 𝒙𝟐 − 𝟑𝟎𝒙 + 𝟐𝟎𝟎

→ 𝑷 𝒙 = 𝟒𝒙𝟐 − 𝟏𝟕𝟎𝒙 − 𝟐𝟓𝟎
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𝑷)نجد المشتقة الأولى لدالة الربح الكلي : ثانيا 𝒙 = 𝟒𝒙𝟐 − 𝟏𝟕𝟎𝒙 − 𝟐𝟓𝟎)

لنحصل على دالة الربح الحدي 

𝑷′ 𝒙 = 𝟖𝒙 − 𝟏𝟕𝟎

𝒙)125الوحدة رقم وعند بيع  = الحدي يساوي ربحفإن ال(𝟏𝟐𝟓

𝑷′ 𝟏𝟐𝟓 = 𝟖 (𝟏𝟐𝟓) − 𝟏𝟕𝟎 = 𝟏𝟎𝟎𝟎 − 𝟏𝟕𝟎 = 𝟖𝟑𝟎 ريال
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مسائل وتمارين

تعطى بالعلاقة التالية𝒙إذا كانت دالة التكاليف الكلية لسلعة ما ولتكن 
𝑪 𝒙 = 𝟕𝒙𝟐 − 𝟓𝟎𝒙

ودالة الايراد الكلي للسلعة ذاتها تعطى بالعلاقة التالية

𝑹 𝒙 = 𝒙𝟑 + 𝟓𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝟎

:أوجد

وحدة؟50التكلفة الحدية عند انتاج -1

وحدة؟25الإيراد الحدي عند بيع -2

وحدة؟100الربح الحدي عند بيع -3
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تمارين إضافية على الفصل الرابع:

𝒇إذا كانت -1 𝒙 = −𝟓𝒙𝒄𝒐𝒔𝒙 فإن𝒇′ 𝒙 =?

𝟓𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙-ب𝟓𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙-أ − 𝟓𝒄𝒐𝒔𝒙𝟓-ج𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝟓𝒄𝒐𝒔𝒙𝟓−-د𝒙𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝟓𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒇إذا كانت -2 𝒙 = 𝒍𝒐𝒈(𝒔𝒊𝒏𝒙) فإن𝒇′ 𝒙 =?

-أ
𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙
-ب

−𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙
-ج

𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒔𝒙
-د

−𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒄𝒐𝒙

𝒇إذا كانت -3 𝒙 = 𝒆𝟐𝒙
𝟑

فإن 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=?

𝒆𝟐𝒙-أ
𝟑

𝟔𝒙𝒆𝟐𝒙-ب
𝟑

𝟔𝒙𝟐𝒆𝟐𝒙-ج
𝟑

𝟔𝒆𝟐𝒙-د
𝟑

𝒇إذا كانت -4 𝒙 = −𝟓𝒙−𝟓 فإن
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=?

𝟐𝟓𝒙−𝟔-د𝟐𝟓𝒙−𝟔−-ج𝟐𝟓𝒙−𝟒-ب𝟐𝟓𝒙−𝟒−-أ
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𝒇إذا كانت -5 𝒙 = 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎(−𝟏𝟎𝒙) فإن𝒇′ 𝒙 =?

-أ
𝟏

𝒙𝒍𝒏(𝟏𝟎)
-ب

−𝟏

𝒙𝒍𝒏(𝟏𝟎)
-ج

𝟏𝟎

𝒙𝒍𝒏(𝟏𝟎)
-د

−𝟏𝟎

𝒙𝒍𝒏(𝟏𝟎)

𝒇إذا كانت -6 𝒙 =
𝟓

𝒙
′𝒇فإن  𝒙 =?

-أ
−𝟓

𝒙𝟐
-ب

𝟓

𝒙𝟐
-ج

−𝟓

𝒙−𝟐
-د

𝟓

𝒙−𝟐

𝒇إذا كانت -7 𝒙 = 𝒆𝒙 فإن𝒇′′ =?

𝒆𝒙-ب𝟎-أ
𝟐

𝟏-د𝒆𝒙-ج

𝒇إذا كانت -8 𝒙 = (−𝟓𝒙)−𝟐 فإن
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=?

𝟑−(𝟓𝒙−)𝟏𝟎-د𝟏𝟎𝒙−𝟏−-ج𝟏𝟎𝒙−𝟏-ب𝟏𝟎𝒙−𝟑−-أ
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𝒇إذا كانت -9 𝒙 = 𝒆𝟐 فإن𝒇′ 𝒙 =?

𝟏-د𝟐𝒆𝟐-ج𝒆𝟐-ب𝟎-أ

𝒇إذا كانت -10 𝒙 = 𝟐𝒙𝟒 فإن𝒇′′′ 𝒙 =?

𝟎-د𝟒𝟖-ج𝟐𝟒𝒙𝟐-ب𝟒𝟖𝒙-أ

𝒇إذا كانت -11 𝒙 = 𝟓𝒙 فإن𝒇′ =?

𝟎-د𝟓𝒙𝒍𝒏𝟓-ج𝟓𝒙𝒍𝒏𝒙-ب𝟓𝒙-أ

𝒚إذا كانت-12 = −𝟓𝒖,𝒖 = 𝒙𝟐 فإن
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=?

𝟏𝟎𝒙−-د𝟏𝟎𝒙-ج𝟓𝒙−-ب𝟓𝒙-أ
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𝒁إذا كانت -13 = 𝟐𝒙𝟑 − 𝟑𝒚𝟐 فإن
𝝏𝒛

𝝏𝒙
=?

𝟔𝒙𝟐-ج𝟔𝒚𝟐−-ب𝟔𝒙𝟐-أ − 𝟔𝒚𝟐𝟎-د

𝒁إذا كانت -14 = 𝟐𝒙𝟑 − 𝟑𝒚𝟐 فإن
𝝏𝒛

𝝏𝒚
=?

𝟔𝒙𝟐-ج𝟔𝒚−-ب𝟔𝒙𝟐-أ − 𝟔𝒚𝟎-د

𝟐𝒚إذا كانت -15 = 𝟓𝒙 − 𝒚−𝟐 فإن𝒚′ =?

-أ
𝟓

𝟐−𝟐𝒚−𝟑
-ب

𝟓

𝟐+𝟐𝒚−𝟑
-ج

−𝟓

𝟐−𝟐𝒚−𝟑
-د

𝟓

−𝟐−𝟐𝒚−𝟑

𝒚إذا كانت-16 = 𝒔𝒊𝒏(𝟓𝒙𝟐) فإن
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=?

𝟏𝟎𝒙𝒔𝒊𝒏(𝟓𝒙𝟐)−-د𝟏𝟎𝒙𝒔𝒊𝒏(𝟓𝒙𝟐)-ج𝟏𝟎𝒙𝒄𝒐𝒔(𝟓𝒙𝟐)−-ب𝟏𝟎𝒙𝒄𝒐𝒔(𝟓𝒙𝟐)-أ
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شرثالثة عالمحاضرة المسجلة النهاية

النجاح مع تمنياتي للجميع بالتوفيق و


