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تابع المصفوفات والمحددات
حل أنظمة المعادلات الخطية باستخدام عمليات الصف البسيط :-
اذا كان لدينا النظام التالي من المعادلات الخطية :-


نعرف المصفوفات التالية :-

حيث تسمى A مصفوفة المعاملات X مصفوفة المتغيرات ، B مصفوفة الثوابت ، وبالتالي يمكن التعبير عن نظام المعادلات باستخدام المصفوفات كالآتي :-

تابع حل أنظمة المعادلات الخطية باستخدام عمليات الصف البسيط :-
ولحل هذا النظام باستخدام عمليات الصف البسيط نستخدم الخطوات التالية :
1- نضع المصفوفة .
2- نطبق عليها عمليات الصف البسيط .
3- ينتج   حيث C تمثل مصفوفة الحل و تكون X = C .
مثال :-
حل النظام التالي من المعادلات باستخدام عمليات الصف البسيط .




تابع حل أنظمة المعادلات الخطية باستخدام عمليات الصف البسيط :-
الحل :-
 مصفوفة المعاملات        
 مصفوفة المتغيرات                
 مصفوفة الثوابت                   


 =                                  x=1   ,   y=2
تابع حل أنظمة المعادلات الخطية باستخدام عمليات الصف البسيط :-
مثال :-
حل النظام التالي من المعادلات باستخدام عمليات الصف البسيط .


الحل :-
 مصفوفة المعاملات        
 مصفوفة المتغيرات                
 مصفوفة الثوابت                   


 = x=3  ,   y=4
مثال :-
حل النظام التالي من المعادلات باستخدام عمليات الصف البسيط .


الحل :-
لابد من التخلص من الكسور أولاً عن طريق ضرب المعادلة كلها في مقام الكسر و من ثم تضرب المعادلة الاولى في 3 و الثانية في 2 و تصبح على الشكل :-


الحل :-
 مصفوفة المعاملات        
 مصفوفة المتغيرات                
 مصفوفة الثوابت                   



 = x=4  ,   y=6


التطبيقات التجارية للمصفوفات :-
مثال :-
تنتج شركة النجاح نوعين من الدفاتر المدرسية النوع الأول ( دفتر 60 ورقة ) و يباع بسعر 2 ريال و يحتاج إلى 3 ساعات عمل في قسم القص و 2 ساعة عمل في قسم التجميع ، و النوع الثاني ( دفتر 120 ورقة ) يباع بسعر 3 ريال و يحتاج إلى 2 ساعة عمل في قسم القص و 4 ساعات عمل في قسم التجميع ، فإذا علمت أن الساعات المتاحة في قسم القص هي 35 ساعة ، و 50 ساعة في قسم التجميع ، المطلوب باستخدام اسلوب المصفوفات أوجد الكمية المثلى من الانتاج و التي تحقق أعلى ربح ممكن .
	



	ثمن البيع 
	قسم التجميع 
	قسم القص 
	المنتج / اقسام التشغيل 

	2
	2
	3
	دفتر 60 ورقة (x)

	3
	4
	2
	دفتر 120 ورقة (y)

	
	50
	35
	الطاقة المتاحة لكل قسم 



الحل :-
1- جدول تمهيد الحل :-
2- صياغة المشكلة رياضياً :-
1- دالة الهدف ( الربح / ثمن  البيع )  :-      p =  2 x + 3 y 
2-  القيود :-
                             3 x  + 2 y  = 35
                               2 x + 4 y = 50 
 مصفوفة المعاملات        
 مصفوفة المتغيرات                
 مصفوفة الثوابت                   


 = x=5   ,   y=10
ربح النموذج :-
p =  2 x + 3 y = 2 


 مثال :-
تنتج شركة الفهد نوعين من المنتجات (x , y ) و تستخدم نوعين من المواد الخام الخشب و الحديد فإذا علمت أن النوع الأول من المنتجات يستخدم 8 م من الخشب و 2 كجم من الحديد و النوع الثاني من المنتجات يستدم 10 م من الخشب و 4 كجم من الحديد ، و يبلغ ربح الوحدة من النوع الأول بسعر 100 ريال و النوع الثاني بسعر 150 ريال ، فإذا علمت أن كمية الخشب المتوافرة في المخزن هي 280 م من الخشب و 100 كجم من الحديد ، المطلوب : باستخدام اسلوب المصفوفات أوجد الكمية المثلى من الانتاج و التي تحقق أعلى ربح ممكن .



	الربح
	الحديد 
	الخشب
	المنتجات / المواد الخام

	100
	2
	8
	X

	150
	4
	10
	Y

	
	100
	280
	الطاقة المتاحة


الحل :-
1- جدول تمهيد الحل :-
2- صياغة المشكلة رياضياً :-
1- الهدف ( الربح ) :-   p  =  100 x + 150 y                    
2-  القيود :-
8 x + 10 y = 280 
2 x + 4 y = 100
تابع الحل :-
 مصفوفة المعاملات        
 مصفوفة المتغيرات                
 مصفوفة الثوابت                   


 = x=10   ,   y=20
ربح النموذج :-
p =  100 x + 150 y = 100 

مثال :-
تنتج شركة الأحلام للثلاجات نوعين من الثلاجات هما ثلاجة 10 قدم وثلاجة 12 قدم فإذا علمت أن كل نوع من هذه الثلاجات يمر بمرحلتين إنتاجيتين هما مرحلة التصنيع ومرحلة التشطيب. فإذا فرض أن الثلاجة 10 قدم تحتاج 4 ساعات عمل في مرحلة التصنيع وساعتين في مرحلة التشطيب، وأن الثلاجة 12 قدم تحتاج إلى 5 ساعات عمل في مرحلة التصنيع و 3 ساعات في مرحلة التشطيب. مع العلم بأن عدد الساعات المتاحة لهذا المصنع هي 2400 ساعة لمرحلة التصنيع، 1300 ساعة لمرحلة التشطيب فإذا كانت سياسة الإنتاج في المصنع هي استخدام كافة الطاقات المتاحة فالمطلوب تحديد عدد الوحدات المنتجة من كل نوع.:ـ


الحل :ـ
يمكن تلخيص بيانات المشكلة في الجدول التالي :ـ
	التشطيب 
	التصنيع 
	النوع / مرحلة الانتاج

	2
	4
	 (x) 10 قدم

	3
	5
	12 قدم     (y)   

	1300
	2400
	الساعات المتاحة



وبفرض أن عدد الوحدات المنتجة من الثلاجة 10قدم = x وحدة
وبفرض أن عدد الوحدات المنتجة من الثلاجة 12قدم = y وحدة
ومن ثم يمكن صياغة المشكلة الرياضية السابقة كنظام للمعادلات كما يلي :-

2 x + 3 y = 1300

الحل :-
 مصفوفة المعاملات        
 مصفوفة المتغيرات                
 مصفوفة الثوابت                   


 = x=350   ,   y=200
مثال :-
الجدول التالي يوضح تلخيص لإحدى مشاكل التي تواجه إدارة الانتاج بإحدى الشركات :-

	الربح
	الحديد 
	النحاس
	المنتجات / المواد الخام

	200
	6
	4
	X

	300
	2
	5
	Y

	
	180
	230
	الطاقة المتاحة



المطلوب :-
باستخدام اسلوب المصفوفات أوجد الكمية المثلى من الانتاج و التي تحقق أعلى ربح ممكن .

تابع الحل :-
 مصفوفة المعاملات        
 مصفوفة المتغيرات                
 مصفوفة الثوابت                   


 = x=20   ,   y=30
ربح النموذج :-
p  =  200 x + 300 y
P = 200 * 20 + 300 * 30 = 4000+9000 = 13000 SAR




مثال :-
تنتج شركة صناعية نوعين من المنتجات. وكل نوع له 3 أحجام صغير، متوسط، كبير. والجدول التالي يبين الإنتاج (بالآلاف) في المصنع الأول.
	الحجم
النوع
	صغير
	متوسط
	كبير

	الأول
	20
	28
	30

	الثانى
	16
	22
	20



كما يبين الجدول التالي مستوى الإنتاج (بالآلاف) في المصنع الثاني.
	الحجم
النوع
	صغير
	متوسط
	كبير

	الأول
	30
	40
	36

	الثانى
	24
	20
	28



والمطلوب :
(1)	أكتب المصفوفة التي تعبر عن مستوى الإنتاج الكلى في كلا المصنعين.
(2)	إذا قررت الشركة أن تفتتح مصنعاً ثالثاً بطاقة إنتاجية تزيد 20% عن طاقة المصنع الثاني. أكتب المصفوفة التي تعبر عن مستوى الإنتاج في المصنع الثالث.
(3)	حدد المصفوفة التي تعبر عن حجم الإنتاج الكلى في الشركة.
الحل :
(1) مستوى الإنتاج في المصنعين معاً يساوى إنتاج المصنع الأول مضافاً إليه إنتاج المصنع الثاني.

[image: ]

	أي ينتج المصنعين معاً :     
                  	50  	وحدة حجم صغير من النوع الأول.
					68	وحدة حجم متوسط من النوع الأول.
					66	وحدة حجم كبير من النوع الأول.
					40	وحدة حجم صغير من النوع الثاني.
					42	وحدة حجم متوسط من النوع الثاني.
					48	وحدة حجم كبير من النوع الثاني.
 


(2)	حيث أن المصنع الثالث طاقته الإنتاجية تزيد 20% عن طاقة المصنع الثاني فإنه لإيجاد طاقة المصنع الثالث الإنتاجية نضرب مستوى إنتاج المصنع الثاني في (1.20).
	الطاقة الإنتاجية للمصنع الثالث	=	1.20
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مثال :-
- تقوم شركة أثاثكو بتصنيع عدة منتجات من الأخشاب، يتمثل أهمها في الكراسي والطاولات، حيث يبلغ ثمن الكرسي الواحد في السوق 10$ ،ويحتاج إلى ساعة عمل واحدة في قسم النشر، وساعة عمل واحدة في قسم التجميع، بينما يبلغ ثمن الطاولة 40$ ، وتحتاج إلى ساعتين عمل في قسم النشر، وخمسة ساعات عمل في قسم التجميع ، وفي اللحظة التي يستوعب فيها السوق جميع المنتجات من كلا المنتجين، لا يستطيع مدير الشركة الحصول شهريا على أكثر من مائة ساعة عمل في قسم النشر، كما لا يستطيع الحصول على أكثر من مائة وخمسين ساعة عمل في قسم التجميع. وفي هذه الحالة يحتاج مدير الشركة إلى أن يحدد مزيج الإنتاج من الكراسي والطاولات الذي يحقق لمؤسسته أعلى عائد .
الحل :-
1- جدول تمهيد الحل :-
	ثمن البيع
	التجميع
	النشر
	المنتجات / المواد

	10
	1
	1
	الكراسي x

	40
	5
	2
	الطاولات y

	
	150
	100
	الطاقة القصوى



2- صياغة المشكلة على شكل معادلات :-
1- دالة الربح :-           p = 10 x + 40 y 
2- القيود :-
                    x + 2 y  = 100 
                    x + 5 y = 150

 مصفوفة المعاملات        
 مصفوفة المتغيرات                
 مصفوفة الثوابت                   


 = x=,   y=
ربح النموذج :-
p = 10 x + 40 y = 













المحاضرة (8)
تابع المصفوفات والمحددات
2- المحددات Determinants :-

محدد المصفوفة هي القيمة الرقمية للمصفوفة ويرمز لها بأحد الرموز التالية :-

1- محدد المصفوفة من الرتبة الثانية   : 
المصفوفة من الرتبة تكون على الصورة 

وتكون محددتها هي :-


 تابع المحددات :-
مثال :-
أوجد قيمة المحددات التالية :-
1- 
2- 
3- 
الحل :-
1- 

2- 

3- 

ملاحظة : اذا كانت  فإن A تسمى مصفوفة منفردة Singular matrix

2- محدد المصفوفة من الرتبة الثالثة :-
المصفوفة من الرتبة الثالثة تكون على الصورة :-

ولإيجاد محدد المصفوفةA نستخدم واحدة من الطريقتين :


  أ- طريقة الأسهم (سايروس ) :-
في هذه الطريقة نكرر العمود الأول و الثاني ، ثم نجد حاصل ضرب الأقطار الرئيسية ونطرح منها حاصل ضرب الاقطار المرافقة كالاتي :-

Det A = 
مثال :-
أوجد قيمة المحدد التالي :-

الحل :-

Det A = ( = (12-12+105) – (30+42-12) = 105 – 60 = 45

مثال :-
أوجد قيمة المحدد التالي :-

الحل :-

Det A = ( = (96+54+28) – (28+54-96) = 178 – 178 = 0
A مصفوفة منفردة 
2- طريقة المحددات الصغرى :
نجد المحدد بالنسبة لأي صف أو عمود فإذا كانت 

فإن محدد A  بالنسبة للصف الأول هي :

ثم نجد محددات المصفوفات الثنائية .
ونستطيع ايجاد المحدد بالنسبة لأي صف أو أي عمود وتكون اشارات المصفوفة كالآتي :-

مثال :-
أوجد قيمة المحدد التالي :-

الحل :-


مثال :-
أوجد قيمة المحدد التالي :-

الحل :-



خواص المحددات :-
1- اذا كانت عناصر أحد الصفوف أو الأعمدة أصفار فإن قيمة المحدد تساوي صفر :-
مثال :-
أحسب قيمة المحدد التالي :-

الحل :-
حيث أن الصف الثاني أصفار فإن 
2- اذا تساوت عناصر صفين أو عمودين في المصفوفة فإن قيمة المحدد تساوي صفر :-
مثال :-
احسب قيمة المحدد التالي :-

 الحل :-
 حيث أن عناصر العمود الأول و الثالث متساوية فإن 

3-اذا ضرب أحد الصفوف أو أحد الأعمدة بعدد ثابت فإن قيمة المحدد تضرب في نفس العدد :-
مثال :-
اذا كانت قيمة المحدد التالي تساوي :-

فأوجد قيمة المحدد التالي :-

الحل :-
نلاحظ أن المصفوفة B هي المصفوفة A مضروب الصف الثالث فيها بالعدد (3)


4-اذا كانت  مصفوفة مربعة وكان k أي عدد حقيقي فإن :-

مثال :-
اذا كانت  فأوجد قيمة المحدد (3A) 
الحل :-

5- اذا بدلنا صف مكان صف أو عمود مكان عمود في المحدد فإن قيمة المحدد تنعكس اشارتها :-
مثال :-
اذا كانت 

فأوجد قيمة المحدد 

الحل :-
المصفوفة B هي ناتج تبديل الصف الأول بالصف الثاني في المصفوفة A

6-اذا كان أحد الصفوف مضاعف لصف آخر أو أحد الأعمدة مضاعف للآخر فإن قيمة المحدد تساوي صفر :-
مثال :-
أوجد قيمة المحدد التالي :-

الحل :-
لأن الصف الثالث من مضاعفات الصف الثاني فإن 

مثال :
اذا كانت B ، A مصفوفتان من الرتبة  وكانت :-

الحل :-
  = (2)  (5)   =  10

مثال :
اذا كانت

الحل :-




9- محدد المصفوفة القطرية = حاصل ضرب القطر :-
مثال :-
أوجد قيمة المحدد التالي :-

الحل :-

10- محدد المصفوفة المحايدة = 1
أي   
مثال :-
أوجد قيمة محدد المصفوفة 
الحل :-

11- قيمة محدد المصفوفة المثلثية = حاصل ضرب القطر :-
مثال :
أوجد قيمة المحدد التالي 

الحل :-

V
مثال :
أوجد قيمة المحدد التالي 

الحل :-
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